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PREFAZIONE 



La prima edizione di quest'opera venne alla luce 
A nel 189 L Essendo essa ora completamente esaii- 
^ vita, mi sono accinto a questa seconda edizione, 

la quale contiene, rispetto alla prima, numerose 
K m.odificazioni ed aggiunte, pur conservandone 

però inalterato l'ordinamento e lo schema fonda- 
, m.entale, 

^ La materia che vi è esposta è, su per già, tutta 
•^ quella che si suole sviluppare in un ordinario 
^ eorso di Calcolo infinitesimale per i giovani die 

aspirano ad entrare nelle Scuole speciali per gli 

^ Ingegneri, e che formano la gran maggioranza 
degli studenti del primo biennio della Facoltà 
Matematica nelle nostre Università, 

La piccola mole di questi volumi non deve far 
credere che la materia vi sia scarsa^ che anzi, a 
^ eausa dei fitti tipi, essa vi è in giusta misura. 
•> K eerto che per le profonde modificazioni che lo 
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spirito critico ha al presente impresse nel Joa- 
dame/i// del Calcolo , anche un Corso destinato a 
f^Nell/ c/ie le Malematiche hanno come messo e 
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non come scopo, non può fare a meno dei nuovi 
risultati cui si è peroenuti, e il suo piano deve 
staccarsi profondamente da quello degli antichi 
Trattati ; farebbe perciò vedere di avere corta vi- 
sta e poca stima del compito dei futuri Ingegneri, 
chi credesse che a questi basti imparare, se pure 
il possono, ad adoperare il Calcolo quasi allo 
stesso modo col quale un operaio sa bravamente 
far funzionare una macchina, costruita da altri^ 
e di cui egli ignori gli interni congegni. Però la 
misura anche in questo non guasta, e certamente 
Vesagerare in certi sviluppi sarebbe didatticamente 
dannoso per un qualunque principiante^ special- 
mente perchè gli farebbe annebbiare o perdere lo 
sguardo sintetico delV insieme, e lo condurrebbe 
ad una non equa valutazione dell' importanza re- 
lativa delle varie parti della scienza. 

Una trattazione più particolareggiata , e con 
maggiori sottigliezze critiche^ dei teoremi e pro- 
blemi fondamentali del Calcolo infinitesimale, si 
presenta necessaria per gli studenti di Matemati- 
che pure; ma a ciò possono bastare delle apposite 
lezioni complementari, ed è precisamente a tale 
scopo che io ho pubblicato da varii anni un altro 
volume intitolato : Note critiche di Calcolo infinite- 
simale {Milano, 1895), nel quale sono discusse, dal 
punto di vista critico, con una quantità di esempi 
singolari, le varie quistioni di cui tratto in queste 
lezioni, nel corso delle quali avrò spesso occasione 
(li riferirmi a quelle mie Note critiche. 

Ho detto d'avere conservato in questa seconda 
edix;^ione lo schema generale della prima, cioè il 
/^icr/es/mo orflinamenio delle varie parti. 
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Aorei inveee potuto introdurre anch' io quella 
novità che si trooa in alcuni recenti e pregecoli 
Trattati, la prosmicua, cioè, esposizione dei due 
Calcoli, il differenziale e V integrale ; ma non Vho 
fatto non essendomi convinto dei vantaggi scienti- 
fici e didattici che presenta questa fusione, la quale 
d'altra parte, anziché una vera e propria fusione, 
sembrami che, salvo lievi eccezioni, joenga piutto- 
sto a ridursi ad uno spostamento di Capitoli^ giac- 
ché i concetti, le definizioni, le dimostrazioni, i 
procedimenti in genere, salvoché in qualche punto 
di secondaria importanza, restano in sostanza gli 
stessi di prima. 

Milano, Giugno del 1902. 

Ernesto Pascal. 
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^ CAPITOLO I. 
Funzioni reali di variabili reali. 



§ 1. Variabili reali ; gruppi di punti; punti limiti. — 

Si sa dairAlgebra che cosa si intende per gran- 
dezza variabile o semplicemente variabile; una 
grandezza considerata come capace di acquistare 
valori diversi^ i quali possono essere in numero 
finito infinito. Misurando la grandezza con un'al- 
tra della stessa specie scelta per unità di misura, 
ad ogni suo valore si può far corrispondere un 
numero reale razionale o irrazionale, positivo o 
negativo. L'assieme di tutti i valori di cui è capace 
la variabile, si chiama il suo campo di variabilità. 
Useremo spesso una comoda rappresentazione 
geometrica del campo di variabilità. Su di una 
retta segniamo un punto fisso; ogni punto della 
retta avrà una certa distanza dal punto fisso, e 
questa distanza, fissata che sia un'unità di misura, 
si può misurare con un numero. Consideriamo 
come positive le distanze dei punti che restano 
alla destra del punto fisso, e come negative le al- 
tre ; allora evidentemente ad ogu\ iwvav^^O) ^^■sòN?^^ 
positivo o negativo, corrisponderà wcv ^xrcvVo ^^)\^ 

Pascal, Calcolo infinitesimale, 1. ^ 
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retta, e ad ogni punto della retta corrisponderà un 
numero siffatto. Poiché inoltre ad ogni valore di 
una variabile, come abbiam detto, corrisponde an- 
che un numero reale, cosi ogni valore della va- 
riabile resterà rappresentato da un punto della 
retta, e il campo di variabilità sarà rappresentato 
dall'assieme di punti della retta (in numero finito 
o infinito) i quali possono o costituire uno o più 
segmenti completi della medesima, avvero essere 
punti fra loro staccati. 

In vista di tale rappresentazione geometrica, 
noi, nel corso di queste lezioni, spesse volte in 
luogo di parlare ài: valori della variabile^ àìr^^vao i 
punti della retta; cosi p. es. ci occorrerà spesso 
usare delle espressioni come questa : consideriamo 
la variabile nel punto a, intendendo dire : conside- 
riamo quel valore della variabile cui corrisponde 
il punto a della retta. 

Se un punto della retta appartiene al campo di va- 
riabilità e nello stesso tempo appartiene ad un seg- 
mento i cui punti tutti appartengono al medesimo 
campo, noi diremo che la variabile data è continua in 
quel punto; se il segmento di cui si parla si estende 
solo alla destra o solo alla sinistra del dato punto, 
allora la variabile in quel punto sarà continua 
solo a destra o solo a sinistra. 

Se a è un punto della retta appartenente o no 
al campo, ma però tale che segnando alla sua 
destra o alla sua sinistra o da ambo le parti, un 
segmento piccolo a piacere avente a per estremo, 
si trovi sempre in tal segmento, per quanto pic- 
colo esso sia, un punto facente parte del campo, 
allora diremo cht a rappresenta un Uvcdie dei va- 
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lori della variabile. Cosi p. es. il campo contenga 
gli infiniti punti 

1 _L J_ i_ J_ 
T' 3 ' 4 ' 5 ' n ' ' 

è chiaro che segnando alla destra del punto zero, 
un segmento piccolo a piacere, in esso si trove- 
ranno sempre infiniti punti di tale specie; quindi 
il punto zero è il punto limite dei valori della 
variabile. 

È necessario ora introdurre il concetto di punti 
alV infinito (±oo) della retta ovvero valori ±oo della 
variabile. 

Se un campo è tale che scelto un punto della 
retta, lontano per quanto si voglia dall' origine, 
verso la parte positiva, alla destra di esso esistano 
sempre punti appartenenti al campo, si dirà che 
V estremo superiore del campo è il punto +^5 se 
invece, scelto un punto della retta, verso la parte 
negativa, lontano per quanto si voglia dalPorigine, 
alla sinistra di esso esistono sempre punti appar- 
tenenti al campo si dirà che Vestremo inferiore 
del campo è il punto — oo. In corrispondenza a ciò 
si dirà che un limite dei valori della variabile è 
-j-oo nel primo caso e — oo nel secondo. Queste 
però non bisogna considerarle che come delle 
espressioni abbreviate per indicare che si verifica la 
suindicata proprietà. 



Infiniti valori della variabile corrispondono ad 
infiniti punti della retta; un assieme di tali infiniti 
punti della retta si suol chiamare wv\ cjrvip^o Vtv^- 
/2//o di punti. 
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Si può far vedere che un gruppo infinito di punii 
distribuiti in un segmento finito deve possedere 
sempre almeno un punto limite. 

La dimostrazione completa di questo teorema 
non la possiamo dare per ora, perchè essa risul- 
terà da considerazioni che faremo un poco più 
avanti, ai §§ 5 e 6. Ci limiteremo solo a fare le 
seguenti considerazioni : 

Dividendo il segmento finito in altri minori, vi 
deve essere sempre dimeno uno di questi ultimi in 
cui sien contenuti infiniti punti'del gruppo primitivo, 
altrimenti il gruppo primitivo risulterebbe di un 
numero finito di punti. Dividendo allora tale ultimo 
segmento parziale in altri minori, e ripetendo la 
stessa considerazione e poi la stessa suddivisione, 
si vede che si potrà trovare un segmento minore 
di qualunque quantità assegnabile e dentro cui 
sien contenuti infiniti punti del gruppo. 

Chiamiamo a,, a2 , gli estremi a sinistra di 

ciascuno dei segmenti ottenuti colla successiva 
divisione, e contenenti infiniti punti del gruppo, 
supposto che, dopo ogni divisione, di tali segmenti, 
se anche ve ne sia più di uno, se ne scelga sem- 
pre uno solo, e chiamiamo 64,65, gli estremi a 

destra dei segmenti medesimi. Essendo ogni seg- 
mento sempre compreso nel precedente si hanno 
le disuguaglianze 
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6, ^ 62 ^ 63 ^ 
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ak < bk 
e inoltre la differenza bn — an, r8i^^r^^^xv\.^wei.ci\^\si- 
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piezza di un segmento, si può rendere piccola a 
piacere, aumentando il numero /i. 

Di qui si può ricavare l'esistenza di un punto 
limite cogli stessi ragionamenti che faremo più 
avanti al § 6. 

Se gli infiniti punti del gruppo non sono più rac- 
chiusi in un segmento finito della retta, ma in un 
segmento che si estende anche all'infinito, allora, 
per la definizione data sopra di punto limite all'in- 
finito, si vede che VinUnito positivo o negativo sarà 
certamente un punto limite del gruppo. 

Esempio di tale ultimo gruppo potrebbe essere 
quello di tutti i numeri interi positivi o negativi. 

Un gruppo può avere infiniti punti limiti, e al- 
lora questi formano a loro volta un gruppo che si 
suol chiamare il primo gruppo derivato dal gruppo 
dato. Analogamente si ha il 2°, 3^ ... gruppo de- 
rivato. 

Uassieme di tutti i numeri razionali form,a un 
gruppo i cui punti limiti sono tutti i numeri poS' 
sibili ragionali ed irrazionali. Si sa infatti che si 
può sempre calcolare un numero razionale che 
differisca dal valore di un dato numero (razionale 
o irrazionale) per una quantità minore di un'altra 
assegnata piccola a piacere. 

Considerando un gruppo infinito di punti rac- 
chiusi in un intervallo finito della retta, esisterà 
un punto della retta tale che alla sua destra non 
esistono altri punti del gruppo, e che inoltre o 
appartiene al gruppo e in un intervallo piccolo a 
piiacere alla sua sinistra si contengano sempre punti 
del gruppo stesso, ovvero, pure appartenendo al 
gruppo, non si verifica la seconda ^yo^\^\^\.^, cb ^- 
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nalmente, non appartenendo al gruppo, si verifica 
invece la seconda proprietà. Nel primo e secondo 
caso tal punto si chiamerà il massimo dei valori 
della variabile e nel ter7-o caso si dirà il limite 
superiore. Evidentemente il limite superiore é un 
punto limite del gruppo. 

Analogamente si definirebbero il minimo e il li- 
mite inferiore. 

Si noti che il concetto dell'esistenza di un mas- 
simo o di un limite superiore è un concetto itidi- 
pendente da quello delFesistenza dei punti lim.iti 
di un gruppo infinito, e cioè, mentre per poter di- 
mostrare completamente l'esistenza di questi ul- 
timi, bisogna servirsi, come abbiamo detto, di 
considerazioni che saranno fatte al § 6, l'esistenza 
dei primi invece resta già del tutto dimostrata da 
quanto si é sopra detto. 



Consideriamo ora due variabili a?, x^ fra loro 
indipendenti. Le coppie di valori di tali variabili 
potranno rappresentarsi mediante i punti del piano, 
come abbiamo rappresentato i valori di una sola 
variabile mediante i punti di una retta. Basterà 
perciò ricordare la solita rappresentazione adope- 
rata nella Geometria analitica; scegliendo nel piano 
due assi coordinati, su ciascuno di essi si se- 
gneranno i valori di a?, e di a?j, e cosi ad ogni 
punto del piano corrisponderà una coppia di va- 
riabili, e ad ogni coppia di variabili corrisponderà 
un punto del piano. 

Similmente un sistema di valori di tre variabili 
potrà essere geometricamenle Tappteiae,TvW\.o ^^ 
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punti di uno spazio a tre dimensioni e volendo, per 
comodità di rappresentazione , introdurre , come 
spesso si fa, la considerazione di un cosidetto spa- 
zio ad n dimensioni, un sistema di valori di n va- 
riabili potrà essere geometricamente rappresentalo 
dai punti di un tal spazio. 

Un assieme di infiniti punti del piano si chia- 
merà un gruppo di punti^ ed è chiaro che per tale 
gruppo possono ripetersi tutte le considerazioni 
fatte pei gruppi di punti su di una retta. Cosi esi- 
steranno dei punti limiti, che sono definiti dalla 
proprietà che in un intorno comunque piccolo at- 
torno ad essi, esistono sempre infiniti punti del 
gruppo. Non ci dilunghiamo su ciò, perchè le 
estensioni delle cose già dette sono del tutto ovvie. 
> § 2. Funzione di nna variabile. — Due variabili x, 
y possono essere legate fra loro da un rapporto di 
dipendenza, in modo che, assegnato il valore ad 
una variabile p. es. a?, resti assegnato anche un 
valore per Taltra variabile y. Cosi p. es., consi- 
deriamo tutti i cerchi che si possono descrivere 
attorno un centro fisso. Il raggio di tutti questi 
cerchi é una quantità variabile, ed è anche una 
quantità variabile la loro area. Ma è noto che 
fissato un valore per il raggio, resta fissato anche 
quello per Varea; le due variabili sono dunque 
dipendenti Tuna dall'altra. 

Ora questa dipendenza potrà essere di varia 
natura; potrà accadere che per eerti valori della 
variabile a?, si abbia per y un valore determinato 
e unico; per certi altri valori di a?, per y si ab- 
biano diversi valori determinati, e per cevlv %te\ 
infine, non si abbia per y nessuti à^V^^mvw^c^ x^- 
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lore, cosi che la dipendenza propriamente detta 
scompaia per certi valori di a?. 

Ma immaginiamo di considerare solo un tal 
campo di variabilità di a?, e di definire in tal ma- 
niera la dipendenza fra a? e y che per ogni punto 
del campo la y iresti determinata sempre ed in un 
modo solo; diremo allora che y è funzione di x 
in quel campo; la a? si chiamerà la variabile in- 
dipendente. 

Per indicare che y è funzione di a?, si adopererà 
un simbolo come questo: 

rappresentando/, o qualunque altra lettera si vo- 
glia, il simbolo di funzione. 

Se la dipendenza fra le due variabili a?,^ é tale 
che mentre y si può considerare funzione di a?, 
anche a? può inversamente considerarsi funzione 
di y, la funzione a? si chiamerà inversa della 
funzione y. 

Stabilito il concetto di funzione, vien subito la 
domanda : c'è un mezzo analitico o geometrico per 
rappresentare la dipendenza che esiste fra la fun- 
zione y e \a variabile indipendente x ? cioè un 
mezzo mediante il quale dato un valore ad a?, si 
possa ricavare il corrispondente valore di y ? 

Un'idea che viene spontanea é la seguente: con- 
sideriamo, come si fa in Geometria analitica, le x 
e y come le coordinate di un punto del piano. Fa- 
cendo variare a?, facendole assumere tutti quegli 
infiniti valori pei quali la funzione y é stata defi- 
nita, si avranno infiniti punti del piano, i quali il 
/?ed delle colte potranno formare wxvai ^\\?cn^ x^^ 
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senso ordinario della parola ; disegnata che si è 
questa curva, é chiaro che si ha una rappresen- 
tazione geometrica della funzione y, inquantochè 
la curva potrà rappresentare in certo modo, la 
maniera di variare di y rispetto al variare di a?. 
Però avvertiamo che una siffatta rappresentazione 
geometrica non sempre è possibile, potendo imma- 
ginarsi'^funzioni per le quali gli infiniti punti di 
coordinate a?, y non costituiscano nel loro assieme 
una curva nel senso ordinario della parola. 

Esempii di ciò se ne possono dare molti e di 
varia natura. Basta limitarsi al seguente: si im- 
magini la funzione cosidetta di Dirichlet (*), che per 
tutti i valori razionali di x sia zero, e per tutti i 
valori irrazionali di x sia 1. 

La rappresentazione geometrica di questa fun- 
zione è l'assieme di tutti i punti razionali sull'asse 
di a?, e di tutti i punti irrazionali su di un asse 
parallelo al primo e distante da esso della quan- 
tità 1. Tutti questi punti non formano però una 
curva nel senso ordinario della parola. 

In quanto ad una rappresentazione analitica delle 
funzioni ecco quello che abbiamo a dire. Nelle Ma- 
tematiche elementari, e nell'Algebra, si sono stu- 
diate le operazioni fondamentali che si possono 
fare colle quantità, come la somma, la sottrazione, 
la moltiplicazione, la divisione, l'elevazione a po- 
tenza, l'estrazione di radice; ciascuna di queste 
operazioni applicata alla variabile x dà per risul- 
tato una nuova variabile il cui valore dipende in 



(') Per tale funzione v. il n. 1 del rcvio xoVwvvv^-. ^^ertvù\ e. 
no/e critiche di calcolo infinitesimale, Milano \%^^. 



i 
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generale dal valore di a?, e che può dunque in ge- 
nerale dirsi una funzione di a?. Lo stesso può dirsi 
se sulla variabile x non si applica una sola di 
quelle operazioni, ma parecchie di esse, ovvero 
una stessa si ripeta un numero finito di volte, o 
anche infinite volte, come sarebbe il caso delle 
serie infinite o dei prodotti infiniti che si studiano 
nell'Algebra. Altri esempi di funzioni sarebbero 
dati da quelle variabili y che rappresentano ri- 
spettivamente il seno, il coseno, la tangente etc, 
di un arco a?, oppure il logoritmo o Tesponenziale 
di un numero a?. 

Ognuna di queste funzioni corrisponde ad una 
operazione analitica ben determinata da effettuarsi 
sulla variabile, e ogni funzione il cui valore possa 
calcolarsi effettuando una successione di tali ope- 
razioni si dirà una funzione capace di una rap~ 
presentazione analitica ; però avvertiamo che la 
possibilità di una rappresentazione siffatta non é 
affatto inerente al concetto e alla definizione ge- 
nerale di funzione, potendo immaginarsi una di- 
pendenza tale fra a? e y che non possa essere sif- 
fattamente con formole analitiche rappresentata 
per tutto il campo di variabilità della a?; perciò 
quando noi parliamo di funzioni, facciamo astra- 
zione, in generale, dalla possibilità o meno della 
sua rappresentazione analitica. 

Fra le operazioni analitiche enumerate di so- 
pra è da aggiungersi anche la cosidetta opera- 
zione di limite di cui si parla nell'Algebra, e di 
cui tratteremo più sotto; una funzione la cui rap- 
presentazione analitica dipenda da tale operazione 
ép. es. quella di Dirichlet, e per e^^a yVccv^w^y^^xy^ 
volume citalo alla pag. precederle. 
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Una funzione rappresentabile analiticamente, e 
nella quale la variabile a? e le sue potenze intere 
Siene sottoposte solo alle quattro prime operazioni 
fondamentali deiraritmelica, si chiama una fun- 
zione razionale. La sua forma generale é : 

,,_ f{:r\~- ^0 + ^1 ^ + ^2 ^M- • • " + amX^' 

Se invece la variabile a? e le sue potenze intere 
sono assoggettate alle sole tre prime operazioni 
(somma, sottrazione, moltiplicazione) allora si ha 
la funzione 'razionale intera. 

La rappresentazione analitica di cui abbiamo 
trattato finora, si suol chiamare esplicita, per con- 
trapporla ad un* altra specie di rappresentazione 
analitica che si chiama implicita. 

Immaginiamo data una relazione analitica fra 
le due variabili a?, r/, cioè immaginiamo stabilita 
una serie di operazioni analitiche da farsi contem- 
poraneamente sulle due variabili, e fissato che per 
queste variabili si debbano prendere tali coppie 
di valori che , eseguite le indicate operazioni , il 
risultato finale sia lo zero; in simbolo ciò lo indi- 
chiamo colla formola 

dove / indica V assieme di tutte quelle operazioni 
analitiche^ da eseguirsi. Per fissare le idee, suppo- 
niamo che si abbia un'equazione di grado n in y, 
e i cui coefficienti sieno delle deV.e,trcv\xv^\.^ Iwwtx^-^x 
di X. In questo caso è chiavo c^Vve, daVo» vìlW >ì^^^^ 
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ad X, si ha un'equazione in ?/ a coefficienti deter- 
minati, la quale, come si sa dall'Algebra, am- 
mette sempre n radici reali o immaginarie ; se fra 
queste radici ce n' è sempre una reale quando x 
non oltrepassi certi valori, e se fissiamo poi una ma- 
niera colla quale possiamo volta per volta prendere 
in considerazione una speciale radice reale invece 
di tutte le altre che per avventura potranno esserci, 
allora è chiaro che per ogni x compresa in quel 
certo campo di variabilità, la y resta determinata 
e potrà perciò dirsi funzione di x. Il valore di y 
resta cosi rappresentato come radice di una certa 
equazione, e quindi non potrà calcolarsi, se non 
si sa risolvere l'equazione; la ^ si chiama allora 
una funzione rappresentata implicitamente, o una 
funzione implicita di a?; se si può risolvere l'equa- 
zione, la formola di risoluzione, darà la rappre- 
sentazione anahtica esplicita della funzione. 

Prima di por termine a questo paragrafa noi 
dobbiamo avvertire una cosa; poiché nel § 1 ab- 
biamo rappresentato i valori di una variabile me- 
diante i punti di una retta , cosi siamo natural- 
mente condotti a usare in seguito l'espressione: 
funzione dei punti della retta, per dire: funzione 
della variabile i cui valori sono rappresentati da 
quei tali punti della retta. 

§ 3. Funzione di più variabili. — Il concetto di 
funzione esplicato nel § precedente può esten- 
dersi. Si abbiano n-\'l variabili y, x^, x^ Xn e 

sieno tali che assegnando alle x certi valori com- 
presi in campi determinati, ogni volta la y assuma 
un valore determinato ; la y si chiamerà funzione 
delle variabili x. 
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Per semplicità supponiamo che si tratti di due 
sole variabili a?^, a?2- 

Se tutti gli infiniti punti del piano per i quali 
é definita la funzione y, formano un*area piana, 
noi diremo che la y é una funzione definita nel- 
Vinterno di quelVarea piana. 

Si può ideare una rappresentazione geometrica 
delle funzioni di più variabili che sia la estensione 
diretta di quella indicata nel § 2 per le funzioni 
di una sola variabile. Consideriamo il caso di due 
sole variabili indipendenti, il cui campo di varia- 
bilità sia rappresentato da una certa area piana. 
Per ogni punto di questa, elevando una perpendi- 
colare al piano, e su questa, segnando il punto la 
cui distanza dal piano corrisponda al valore di ?/, 
si potrà avere nell'assieme di tutti questi punti 
dello spazio , una falda di superfìcie , che potrà 
geometricamente rappresentare la funzione a due 
variabili. 

Si potrebbero infine ripetere per le funzioni di 
più variabili tutte quelle considerazioni già fatte 
sulla rappresentabilità analitica esplicita e impli- 
cita delle funzioni di una sola variabile. 

§ 4. Teorema di Weierstrass sni limiti snperiori e 
inferiori dei valori di nna fanzione. — Immaginiamo 
una funzione di una o più variabili reali: per fis- 
sare le idee supponiamo che si tratti di una fun- 
zione di una sola variabile, definita in un certo 
segmento finito. 

Per tutti i punti di tal segmento la funzione 
avrà un valore, e tutti questi valori rappresentati 
a loro volta su dì una retVa, torcv^x^^^xvoy Vtv %'^^nsì- 
rale un gruppo infinito di p\iTiV\ swWa \^^^V^ ^ * \ '^^' 
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Considerando questo gruppo racchiuso in un in- 
tervallo finito, esisterà (v. § 1) un limite superiore 
e un limite inferiore dei valori della funzione. 

Se in particolare esisterà un massimo e un mt- 
almo dei valori della funzione , ciò vuol dire che 
esisterà un valore della variabile indipendente 
pel quale la funzione prenda il valore massimo o 
minimo. Se invece quel gruppo di punti non am- 
mette un massimo , ma ammette solo un limite 
superiore, non si può più dire lo stesso. Si può 
però allora dimostrare il seguente teorema, detto 
di Weierstrass : 

Sia S il limite superiore dei valori di una fun- 
zione in un segmento dato ; esiste sempre in que- 
sto un punto a?' tale che, per un segmento piccolo 
a piacere attorno ad esso, il limite superiore dei 
calori della funzione sia ancora 5. 

Dividiamo infatti il segmento primitivo in due 
parti, e consideriamo i valori della funzione per i 
punti di tali segmenti separatamente; se 5^, S2 sono 
i limiti superiori dei valori della funzione nei due 
segmenti parziali, si può subito vedere che uno 
almeno di questi due deve essere eguale ad S ; 
giacché se S fosse minore di ambedue Sj, Sg, esso 
non sarebbe più limite superiore dei valori della 
funzione in tutto V intervallo, e d'altra parte se S 
fosse maggiore di ambedue 5i, Sg, allora vi sareb- 
bero valori della funzione maggiori sia di Si che 
di S., il che è impossibile. 

Sia allora S=Si, e dividiamo T intervallo in 
cui il limite superiore é Si in due parti , in una 
ciìmeno delle quali, per gli stessi ragionamenti, il 
limite superiore dei valori deWa tv\x\7.\otv^ c\^n^ 
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essere ancora S; cosi continuando si vede che si 
può trovare un intervallo piccolo per quanto ci 
piace e in cui il limite superiore dei valori della 
funzione sia ancora 5. 

Supponiamo ora che questa divisione e suddi- 
visione deir intervallo si sia fatta con una legge 
determinata, p. es. dividendo sempre per • metà, e 
consideriamo gli estremi di tutti quei segmenti, 
sempre più piccoli, nei quali il limite superiore 
dei valori della funzione è sempre 5. Essi forme- 
ranno un gruppo infinito di punti, che, per il teo- 
rema del § 1, ammetterà sempre un punto limite 
x\ In un segmento piccolo a piacere intorno ad x\ 
o, come si dice, in un intorno piccolo a piacere di 
a?', saranno compresi per necessità segmenti in cui 
il limite superiore è 5, e quindi in esso il limite 
superiore sarà 5, con che è dimostrato il teorema. 
È ovvio poi che un teorema analogo vale per il 
limite inferiore. 

§ 5. Limiti delle funzioni. — Immaginiamo una 
funzione y ; per fissare le idee la supporremo di 
una sola variabile a?. Supponiamo che questa si 
avvicini ad un valore limite a (v. § 1), e imma- 
giniamo che fissato un numero a piccolo a piacere 
si possa sempre trovare solo a destra, o solo a 
sinistra, o da ambo le parti del punto a, un seg- 
mento tale che il valore di y per un qualunque 
punto compreso in esso, sia tale che la diffe- 
renza (A — ?/) sia in valore assoluto minore di a, 
A essendo un certo numero fisso ; noi diremo al- 
lora che A è il limite dei valori di y per x=^a, 
e scriveremo in simbolo : 

lim / (X) = A, 
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Distingueremo limite a destra^ o limite a ministra, 

limite da ambo le parti, secondoché il segmento 
di cui si parla nella definizione si può trovare 
sempre solo a destra, o solo a sinistra, o da ambo 
le parti del punto a, e potrà accadere che esistano 

1 due limiti a destra e a sinistra, ma che il limite 
a destra sia diverso dal limite a sinistra. 

La data definizione di limite di una funzione 
vale evidentemente pel caso in cui ambedue i va- 
lori a ed A sieno finiti. Se uno di essi o ambedue 
fossero infiniti, allora non varrebbe più la data 
-definizione e bisognerà modificarla. 

Supponiamo prima che A sia l'infinito; si dirà 
che y ha per limite =boo per a? = a, se, dato « 
grande a piacere, si può trovare un intorno del 
punto a tale che per tutti i punti di queir intorno 
la rj sia sempre in valore assoluto maggiore di « 
-e abbia sempre il segno positivo o il segno nega- 
tivo rispettivamente. 

Supponiamo che sia a = oo, cioè che si consideri 
il limite di y quando il valore della variabile si 
accresce indefini^ivamente. Diremo che y ha per 
limite A per a? = oo quando dato a piccolo a pia- 
cere si possa sempre trovare un valore a/ di x, 
in modo che per ogni valore di a? maggiore di a/, 
la y abbia un tale valore che la differenza A—y 
sia in valore assoluto minore di e. 

Finalmente, diremo che y ha per limite Too ^f 
^ = 00 quando, dato w grande a piacere, si pos 
trovare un valore x' in modo che per tutte le 
maggiori di a?', la y sia sempre maggiore di w 

Queste considerazioni sui limiti , sviluppatf 
<^^so in cui la y sia funzione di uwa^oVaNar 
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a?, possono valere anche, con leggiere modifica- 
zioni, pel caso in cui si tratti di funzioni di più 
variabili. 

Cosi p. e., si dirà che ^, funzione delle due va- 
riabili a?i, a?2 ha per limite A per a?i = «i, a?2 = a^ 
quando, dato a piccolo a < piacere, si può trovare 
un intorno del punto del piano di coordinate a^ ag, 
in modo che per tutti i punti di tale intorno la y 
differisca in valore assoluto da A per una quan- 
tità minore di <?. Similmente nessuna difficoltà si 
troverebbe ad estendere le altre definizioni. 

Se tutti i valori della funzione si rappresentano 
su di una retta, i limiti delle funzioni corrispon- 
deranno su questa retta a punti-limiti (v. § 1) del 
gruppo infinito di punti. 



È utile ora aggiungere qui alcune osservazioni. 

Nel caso delle funzioni di una sola variabile 
noi abbiamo già osservato che si possono distin- 
guere due limiti diversi per la funzione y nel punto 
x = a\ cioè si può considerare il limite a destra 
di a, il quale si ha quando l'intervallo attorno al 
punto a di cui si parla nella definizione si può 
rintracciare solo alla destra di a, e nqn alla sua 
sinistra, e si può considerare solo il limite a si- 
nistra; e se poi esistono. ambedue questi limiti, e 
sono dippiù fra loro eguali^ allora invece di par- 
lare solo di limite a destra o di limite a sinistra, 
si può naturalmente senz'altro parlare di limite 
nel punto. 

Ora nel caso delle funzioni di più variabili, p. es. 
di due, si presentano in maggiora ^\ì\ìCì\v^^\vt*'^ V. 
analoghe distinzioni. 

Pascal, Calcolo infinitesimale, 1. "^ 
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Per vedere ciò torniamo per un momento alla 
data definizione. 

Dato (7 si deve poter trovare un intorno del punto 
(a^ aj), tale che per tutti i punti di tale intorno la 
differenza fra A e ^ sia minore di a. Ora questo 
intorno del punto (a^ «2) può essere di varie spe- 
cie; può accadere che sia uno o più segmenti di 
rette uscenti dal punto (a^ a^), e allora ciò vuol dire 
che la y ha per limite A, solo quando le variabili 
a?ia?2 si fanno avvicinare alle a^a^ in certi spe- 
ciali modi e non in certi altri ; oppure può acca- 
dere che rintorno di cui si parla sia un'area piana 
avente però il punto a^ a^ non come punto interno, 
ma come punto del contorno, e ciò vuol dire al- 
lora che y ha per limite A quando col punto {x^^x^ 
ci avviciniamo al punto (a^ a^ in certe direzioni 
in numero anche infinito, ma non in tutte le dire- 
zioni; e può accadere che 1* intorno comprenda 
sempre nel suo interno il punto (a^a^ e allora il 
limite A sussiste qualunque sia la maniera colla 
quale facciamo avvicinare il punto {x^x^ al punto 
(ai a2). Si vede quindi che in questo caso, anziché 
considerare due soli limiti come nel caso delle 
funzioni di. una variabile, si possono considerare 
infiniti limiti diversi secondo le infinite maniere 
colle quali ci possiamo avvicinare al punto {a^ a^). 

Ed è da notarsi che le maniere colle quali pos- 
siamo avvicinarci al punto, possono essere di na- 
tura anche diversa che quella di seguire una curva 
che vada a terminare nel punto ; si può p. es. anche 
immaginare una curva la quale giri a spirale at- 
torno al punto, avvicinandosi indefinitivamente ad 
esso, senza mai raggiungerlo, e ^\ ^o?»?>owci 'vav\ftx 
nare anche altre diverse mam^Y^. 
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La seguente altra osservazione é anche degna 
di nota : 

Per semplicità limitiamoci al caso delle funzioni 
di una sola variabile. La variabile indipendente a? 
può avvicinarsi al valore a in varii modi ; si può 
intendere che si avvicini ad a in modo continuo, 
cioè che il punto x si avvicini al punto a percor- 
rendo tutto l'intero tratto rettilineo, cioè passando 
per tutti gli infiniti punti dell'intero segmento; 
oppure si può intendere che a? si avvicini ad a 
non passando per tutti i punti del segmento, ma 
passando per un assieme di infiniti punti il cui 
punto-limite sia a (v. § 1) ; o, come si dice, avvi- 
cinandosi ad a saltuariamente. Se si tiene conto 
di questa circostanza allora si può considerare 
un'altra specie di limite, ovvero si introduce una 
nuova distinzione nel. concetto di limite, il quale 
dipenderà allora ancora dalla maniera colla quale 
la variabile indipendente x si avvicina ad a e non 
solo dalla direzione. Ed é possibile che il limite 
concepito in questo senso esista, quando il limite 
concepito nell'altro senso non esiste. Nelle defini- 
zioni date avanti noi avevamo implicitamente am- 
messo che la X si avvicinava ad a percorrendo 
tutti i punti della retta e non saltuariamente, cioè 
come si dice, che la variabile x sia continua; in- 
quantochè noi abbiamo esplicitamente detto che 
la disuguaglianza | A—fix) | <<t deve valere per 
tutti ì punti X dell'intorno del punto-limite a. 

Almenochè non avvertiremo del contrario, in 
seguito noi daremo al concetto di limite sempre il 
significato dato ad esso in principio. 
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Prima di terminare questo paragrafo dimostriamo 
alcuni teoremi sui limiti che ci occorreranno spesso 
in seguito. 

Si abbiano ire funzioni di x, e sieno y, y\ y"; e 
immaginiamo che mentre x si avvicina al punto a, 
il valore di y stia sempre compreso fra i valori 
di y* e y** cioè />. es., sia sempre maggiore di y' e 
minore di y" e inoltre che y\ y" perx = a tendano 
al medesimo limite A ; si può mostrare che anche 
y tende ad un limite per x = a, e che tale limette 
è la stessa quantità A. 

Infatti per le ipotesi fatte sui valori di ^rispetto 
ai valori di y^ e y", possiamo dire che A — y sarà 
sempre compreso fra A — y' e A — y*, cioè sarà 
sempre maggiore di una di quelle differenze e 
minore dell'altra. Allora fra le due differenze A — y[ 
e A — y" ve ne sarà sempra una che in valore as- 
soluto sarà maggiore del valore assoluto di A —^ ^; 
onde potendo sempre trovarsi un intorno del punto 
a in modo che ambedue quelle diff'erenze sieno in 
valore assoluto minori di a (quantità piccola a 
piacere), certamente nel medesimo intorno sarà 
^nche il valore assoluto di A — ^ minore di a, e 
quindi y tenderà ad un limite e tal limite sarà A. 

Un altro teorema sui limiti è il seguente : se una 
funzione y, avvicinandosi la variabile x ad un va- 
lore limite, cresce continuamente, o almeno non 
decresce, mantenendosi però sempre inferiore ad 
un valore finito A, essa tende ad un limite che o 
è A stesso è un numero inferiore ad A. 

Facciamo avvicinare x al suo valore limite a, 
e immaginamo di disegnare aw Av \m^ ve-ita i 
punti che corrispondono ai vaVovi à\ \j \ ^ \v^ >ivxv 
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gruppo di infiniti punti, racchiusi in un segmento 
che non può estendersi all'infinito perché abbiamo 
supposto che tutti i valori di y sono sempre mi- 
nori di un numero determinato A, e quindi tutti 
i punti y debbono stare tutti a sinistra del punto 
che rappresenta il valore A. Questo gruppo deve 
ammettere o un massimo o un limite superiore 
(V. § 1) che sarà rappresentato da un punto non 
a destra del punto A; cioè o da un punto a sini- 
stra di A o da A stesso. Se il gruppo ammette 
un massimo, cioè se vi è un punto del gruppo, 
tale che alla sua destra non esistano altri punti 
del gruppo, tal punto non potrà che corrispondere 
ad un valore a?' di a? minore di a, perchè noi ab- 
biamo disegnato tutti i punti y per a? compreso in 
un intervallo a sinistra di a, ma non il punto y 
per x = a. Allora, per le ipotesi fatte, per un a?^ a?', 
la y non potendo essere minore della y in a?', si ha 
che sarà eguale al valore del massimo trovato, e 
quindi la y per tutto il tratto da af sino ad a è 
sempre eguale a quel massimo, cioè il limite di 
y per x=^a è proprio quel massimo. 

Se poi il gruppo non ammette un massimo, ma 
solo un limite superiore L, allora al gruppo ap- 
partengono punti y vicini quanto si vuole e a si- 
nistra di questo limite superiore L. 

Si può vedere che, fissato e, la differenza \L—y\ 
si può rendere minore di a ; giacché se conside- 
riamo un segmento a sinistra di L e minore di a, 
in esso devono trovarsi necessariamente punti y, 
perchè L è limite superiore. Ad anodi questi cor- 
rispondepà un punto a? tale che ad un altro c^ua- 
lunque punto x fra esso e a, c.orr\^^owÒL^, ^^^ \& 
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fatte ipotesi, un punto y compreso nel segmento 
considerato e quindi tale che \ L — tf \ sia minore 
di e. Ciò mostra che L é il limito di y per a? = a. 

Analogamente potrebbe dimostrarsi che : se una 
funzione decresce continuamente o almeno non 
cresce, mantenendosi sempre superiore ad un nu* 
mero B, essa tende ad un limite che o è B o è 
superiore a B. 

§ 6. Condizione per l'esistenza di un limite. — La 
prima quistione che si presenta nella teoria dei 
limiti é naturalmente questa: data una funzione, 
a quali condizioni deve essa soddisfare perchè 
ammetta un limite determinato, quando la varia*- 
bile le variabili si avvicinano a valori già Jis" 
sati? Se si volesse che il limite fosse una quan- 
tità fissata A, allora la definizione stessa di limite 
risponderebbe a questa domanda, e con quella 
definizione potrebbe decidersi se A é o non é il 
limite della funzione. Ma se A non é conosciuto 
nò dato e vuol soltanto sapersi se la funzione ha 
o non ha un limite qualsiasi, quale criterio do- 
vremo allora adoperare? 

Se il limite esiste e lo chiamiamo A, per la de- 
finizione stessa di limite si ricava che dato un 
numero o piccolo a piacere si può trovare un 
intorno del punto a tale che per ogni punto com- 
preso in tale intorno si abbia sempre in valore 
assoluto : 

\y-A\<., 

Prendiamo dunque due punti di tale intorno e 
chiamiamo yi,y.i i valori che y Yva vcv \.a\\ ^wwiv; 
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sussisteranno allora contemporaneamente le due 
disuguaglianze 

\yi — A\<a , I (/2 — A I < (7. 

Ora se le due quantità dei primi membri sono 
minori di a, sia la loro somma che la loro diffe- 
renza saranno minori di 2<y, e quindi possiamo 
in ogni caso dire che la differenza dei due valori 
yi'>y2 sarà in valore assoluto minore di 2-1, cioè: 

Interpretando questo risultato possiamo dire 
che : data una quantità piccola a piacere che pos- 
siamo chiamare 2 a, si troverà sempre un intorno 
del punto a tale che la differenza dei valori della 
funzione in due punti qualunque di tale intorno, 
è in valore assoluto minore della quantità asse- 
gnata 2 o. 

Questa é dunque la condizione che ci si pre- 
senta come necessaria per resistenza di un limite 
finito. Possiamo dimostrare che essa è anche una 
condizione sufficiente. 

Diamo infatti a 2 a dei valori decrescenti , cioè 

e ogni volta troviamo l'ampiezza dell'intorno per 
due punti del quale si verificano sempre le con- 
dizioni espresse dell'enunciato del teorema. Sie- 
ne a?i, a?2, a?3, punti compresi rispettivamente in 

tali 'intorni ; possiamo dire che per ogni altro punto 
compreso nel primo intorno si ha 
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cioè che /(a?) sarà compreso fra i due valori 

di cui il primo è certamente minore del secondo 
(non in valore assoluto) qualunque sia il segno di 
/(a?i), e la cui differenza è 2ai. Nella stessa ma- 
niera possiamo dire che per un punto x del se- 
condo intorno, la /(a?) sarà sempre compresa fra 
i due valori 

/(ajg) — a2 , /(a?2) + <72. 
Chiamiamo a^ il maggiore fra i due numeri 

fipcù — ^i e /(a?2) — (12 
e 62 il minore fra i due numeri 

/(a?i) + ai e /(a?2) + 02; 

possiamo allora dire che esisterà anche un intorno, 
e che sarà formato della parte comune al primo 
intorno, e al secondo, per un punto di cui la / (a?) 
é maggiore di a^ ed è minore di Ò2; da ciò si ri- 
cava anche che òg ^^ve essere maggiore di a.>^ 
mentre poi : 

62 — «2 — 2 ^z- 

Possiamo cosi costruire una serie di numeri 

O/ ^ ^^ 0,2 ^^ ^3 ^^ • • • • 

e un'altra serie 

^ —^ U2 ^^ vg -^ • . . • 

soddisfacenti alle disuguaglianze indicate, e tali 
c/ie esista sempre un intorno de\ ^xixvVo \\vcv\\.^,^^^ 
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ogni punto del quale la /(a?) è compresa fra «» e 
hn , di cui il primo è minore del secondo, e di cui 
la differenza è minore o eguale a 2 an . 

È facile inoltre mostrare che ogni numero a é 
inferiore ad un qualunque numero 6, p. es. ajt < bh. 

Giacché si ha, se h'> k, 

ah '^ah<i bh 

e se h <ik^ 

bh^bk >ak. 

La successione dei numeri a è dunque formata 
di numeri di cui Tuno non è mai minore del pre- 
cedente, e che d'altra parte non crescono air in- 
finito perché si mantengono sempre minori dei 
numeri 6, i quali alla loro volta sono decrescenti, 
o, nella peggiore ipotesi, stazionarli, e non però 
decrescono indefinitamente mantenendosi sempre 
maggiori dei numeri a. Per un teorema del para- 
grafo precedente i numeri a e i numeri 6 tende- 
ranno dunque a due limiti determinati. Ora io 
dico che tali due limiti jsono tra loro eguali. Se 
infatti a é il limite dei numeri a, esso dovrà es- 
sere maggiore di tutti gli a e dovrà inoltre essere 
inferiore a qualunque b giacché i ò sono maggiori 
di tutti i numeri a (v. teor. paragrafo precedente) ; 
e cosi ? (limite dei numeri b) dovrà essere infe- 
riore a tutti i b e superiore a tutti gli a; quindi 
per un qualunque indice n deve aversi 

Un << * <C ^n 
«« < P < bn 

e quindi 

^» — a < Òn — dn <C - On 
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cioè, essendo 2an piccola a piacere, la differenza 
dei due limiti si può rendere minore di qualun- 
que quantità assegnabile, perciò essa è zero, e i 
due limiti sono eguali. 

Una dimostrazione perfettamente analoga si fa- 
rebbe per mostrare che condizione necessaria e 
sufficiente perchè una y ammetta un limite A per 
a? = 00, è che dato a piccolo a piacere si possa 
trovare un punto x' tale che per due x maggiori 
di x\ la differenza delle y corrispondenti sia mi- 
nore di a. 

Con considerazioni assai simili a quelle di que- 
sto § potrebbe completarsi la dimostrazione cui 
abbiamo accennato nel § 1 sull'esistenza dei punti- 
limiti di un gruppo infinito di punti. 

In effetti i numeri an , bn che abbiamo costruiti 
nel § 1, godono delle medesime proprietà di quelli 
costruiti di sopra, e quindi coi medesimi ragiona- 
menti possiamo dedurre che essi tendono ad un 
medesimo limite a. 

Si assuma un intorno di a piccolo per quanto 
si vuole ; in esso saranno compresi due punti an , 
bn di eguale indice e quindi il segmento (a» bn ), e 
quindi infiniti punti del gruppo dato. 

§ 7. Gontiniiità delle fanzioni di ana o più Taria> 
bili. Serie conTergenti in egnal grado. Serie di po- 
tenze. — Noi abbiamo considerato nei paragrafi 
precedenti, il limite dei valori che una funzion 
può avere quando colle variabili indipendenti 
avviciniamo in un qualunque modo a valori fi 
sati, cioè il limite di y per 



eCf ^— Ui , X^ d 



^* 
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Prendiamo ora in considerazione il valore che 
la funzione stessa ha nel punto a?^ = a^, a?2 = «2 • • • • 
Tale valore può essere quello stesso che si é chia- 
mato limite della funzione, oppure può essere un 
valore diverso. 

Nel primo caso la funzione si dirà continua in 
quel tale punto che si considera; nel secondo caso 
si dirà discontinua. 

Occorre appena osservare che definendo la con- 
tinuità in tal maniera, cioè basandosi sulla consi- 
derazione dei limiti, tutte le varie distinzioni che 
si aveano per questi, si potranno ripetere anche 
per la continuità delle funzioni ; cosi trattandosi 
di funzioni di una sola variabile, esse potranno es- 
sere continue a destra o continue a sinistra di un 
punto, o continue da ambo le /3ar^/; trattandosi di 
funzioni di più variabili, esse potranno essere con- 
tinue avvicinandosi in una certa maniera al punto 
rappresentativo del sistema di variabili indipen- 
denti, e non essere continue avvicinandosi in al- 
tre maniere. 

In seguito dicendo che una funzione é continua 
in un punto , senz' altra aggiunta , si intenderà 
sempre che la continuità sussiste qualunque sia 
la manitira colla quale si giunge alle variabili li- 
miti. 

Per funzione continua in tutto un intervallo , 
o più generalmente in tutto un campo^ si inten- 
derà poi una funzione continua in lutti i punti del 
campo. 

Ritornando sulla definizione di funzione conti- 
nua, noi possiamo dire che : funzione contiaua è 
quella in cui il limite della /unzione è uc^uale oXX.a 
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funzione del limite delle variabili, cioè 

lim/(a?) =/(lim x) =^f(a). 

Per una funzione continua abbiamo dunque phe 
i due segni di funzione e di limite sono fra loro 
invertibili. 

Le prime funzioni continue che ci si presentano 
sono quelle in cui le variabili sono assoggettate 
alle sei operazioni fondamentali dell'aritmetica. 

La somma di due variabili è evidentemente tale 
che, col variare di una delle due variabili o di 
ambedue, essa si può far variare di tanto poco 
quanto ci piace, e lo stesso si verifica ancora per 
la differenza, il prodotto, il quoziente di due va- 
riabili (di cui il denominatore non sia zero), la po- 
tenza positiva (intera o frazionaria) di una variabile. 

Cosi per esempio il quoziente— di due varia- 

bili, alterando queste variabili di due quantità S^ S^, 
diventa 

X2 + Ò2 
da cui sottratto il valore primitivo si ha 

3?i4~oi ^1 a?2 ^1 "~^i ^■> 

e, se a?2 è diverso da zero, potranno sempre sce 
gliersi 61, §2 in modo che tale espressione sia minor 
di una quantità fissata a, perché 6^, 62 compariscon 
come fattori nel numeratore di questa frazione. 

Come conseguenza immediata di questo noi 
caviamo che quelle sei operaziom, ra^^Y^^t 
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funzioni continue delle quantità su cui sono appli- 
cate, i segni che le rappresentano sono invertibili 
col segno di limite, cioè che il limite della somma 
o del prodotto, o del quoziente di due quantità {di 
cui quella che fa da denominatore non abbia per li- 
mite zero) è eguale alla somma, al prodotto, o al 
quoziente dei limiti delle quantità stesse ; e che il 
limite di una potenza positiva di una funzione è 
eguale alla potenza del limite della funzione» 

Questi teoremi non sono cosi che casi particr- 
lari del principio che il limite di una funzione con- 
tinua di una o più quantità é eguale alla funzione 
del limite delle quantità stesse. 

Altri esempi di funzioni continue ci sono dati 
dalla ftftizione esponenziale e« , oppure a« , e dalle 
funzioni trigonometriche sena?, cosa?, tanga?, etc, 
e le funzioni inverse di queste , cioè la funzione 
logoritmiea, e le funzioni arco seno, arco coseno, 
arco tangente, ecc. 

Tutte queste funzioni sono continue non solo in 
un punto a?, ma per qualunque valore della varia- 
bile indipendente reale pel quale esse sono state 
definite. La proprietà della loro continuità é assai 
evidente e risulta dalla stessa loro definizione. 

Raccogliendo tutte queste considerazioni si ha 
dunque: le funzioni che occorrono nelle mate- 
matiche elementari e che* non sono che com- 
binazioni in numero finito di quelle citate, sono 
funzioni continue. 

Prima di chiudere questo paragrafo e passare 
alle proprietà più fondamentali delle funzioni con- 
tinue, ci si presenta questa q\i\^\.\ow^\ ^i^\%xsv<^ 

visto che una somma di un iwirn^vo jlnllo ^\ ^.^^- 

J 
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mini è una funzione continua dei suoi termini, e 
quindi che il limite di una tal somma é eguale 
alla somma dei limiti dei termini. 

Ma si può dire lo stesso se si tratti di un nu- 
mero infinito di termini ? se si tratti cioè di una 
serie ? 

Immaginiamo di avere una serie i cui termini 
dipendano da una variabile x e sieno Vi (a?), u^ (a?),.... 
e la serie: 

2 Un (x) = u^ (a?) -f- "2 (^) + — + w» (a?) + 

sia convergente per un certo campo dei valori 
di a?, cioè definisca in tale campo una funzione di 
a? che chiameremo / (a?). 

La domanda che ci facciamo è questa: facendo 
accostare a? ad un valore a possiamo dire che 

lim/(a?) = lim Ui (a?) -f- li>^ 1*2 W + • • • • ? • 

x=a 

cioè che il segno di serie è invertibile col segno 
di limite ? O in altri termini : il simbolo di serie 
è il simbolo di una funzione continua o no? 

Per passare a questa ricerca dobbiamo ricordare 
un concetto riguardante lo cosiddetta equieonver^ 
genza o convergenza in ugual grado di una serie 
i cui termini sono funzioni di una più varia- 
bili. 

Se la serie 2 Un (a?) è convergente per i valori 
di «: compresi in un certo campo, ciò significa che 
dato Q piccolo a piacere si può sempre trovare un 
indice n in modo che chiamando Rn {x) la somma 
di un numero qualunque di termini dopo r(n-- 1 )»>»<> 
^7 abbia / Rn (x) ) < 1. 
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Se è dato il numero <t e il punto a?, si potrà 
trovare l'indice ti, e per ogni punto x vi sarà na- 
turalmente un diverso indice n. Trovato un indice 
n, evidentemente ogni altro indice superiore a n 
soddisferà alla stessa condizione. 

Se si considerano tutti i punti x del campo dato, 
si hanno infiniti indici ti; ora si domanda: potrà 
trovarsi un indice n che valga nella stessa ma- 
niera per tutti i punti a?? Se tale indice n può 
effettivamente trovarsi, la serie si dirà conver- 
f/ente in egual grado, ovvero equieonvergente. 

Si può far vedere facilmente che una con- 
dizione sufficiente (non però necessaria) per la 
convergenza in egual grado di una serie y è che 
la serie dei massimi valori assoluti che i diversi 
termini acquistano nel campo in cui si vogliono 
far variare le variabili sia una serie conver- 
gente. 

Infatti se Un è il massimo valore assoluto di 
Un (a?) in tutto rintervallo, sarà per qualunque x, 

Un (x) \ <Un; 



ora, essendo convergente la serie delle U, si avrà 
che, dato <j, potrà trovarsi n in modo che sia : 

Un '{- Un -}- 1 -j- ■ :; (T ; 

quindi sarà per qualunque x: 

I Mn (a?) I + I a« + 1 (a?) I + e <j 

e perciò anche per qualunque x: 

\ Rn (X) \ = \ Un (X) -}- Un +1 (X) -\- | < <?, 

Jl che dimostra che la serie dala è ^c\\i\^oxvN^>f %<^'v^^'^- , 
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Fìssalo ciò passiamo a far vedere che 8e una 
serie è equieonvergente in un campo comunque 
piccolo attorno un punto a, e se i limiti per a? = a 
dei varii termini della serie sono determinati e 
fluiti, il limite della serie esiste ed è uguale alla 
serie dei limiti. 

Osserviamo peraltro che la condizione posta della 
equiconvergenza della serie, se è una condizione 
suf fidente per fare che il segno di serie sia per- 
mutabile col segno di limite, non è però una con- 
dizione necessaria. 

Per dimostrare questo teorema facciamo vedere 
prima di tutto, che la serie 



00 



2 Un (X) 
1 

ha un limite per a? = a. 

Infatti, per la posta condizione della sua equi- 
convergenza, si potrà sempre trovare un indice m 
in modo che per qualunque x appartenente al 
campo sia sempre 



00 

1 Un (a?) = Rm (a?) 

m+1 



<«, 



o anche Rm (a?) = 6 a, essendo 6 un numero compreso 

fra — 1 e -f-^' 
Ora 

00 m 00 

1 Un (OC) = 2 Wn (a?) + 2 Un'(X), 
1 1 m+l 

quindi può dirsi che per qualunque a? del cara 
sarà sempre 

2 Un (x) = 2 Un Cae") -V ^ 's. 
1 1 
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Avendo inoltre supposto che i limiti dei varii 
termini della serie esistono e sono finiti, ne viene 
che esisterà e sarà finito il limite di 

m 

^ Un (X) , 
1 

che è la somma di un numero flnito di termini 
della serie. Di qui risulta (per la condizione ne- 
cessaria per l'esistenza del limite; v. Gap. I, § 6) 
che si potrà sempre trovare un intorno del punto 
a tale che la differenza dei valori di 

m 

lUn (X) 

1 

in due punti di tale intorno, p. es. 3e^ e a?^, sia mi- 
nore di a: 



m 

1 Un (^i) - 


m 
V 


1 


1 



Un (a?5>) 



<<^. 



Intanto dalla uguaglianza di sopra possiamo ri- 
siamo ricavare Taltra: 



00 00 m m 

lUn (a?i) — lUn iX2) = lUn {Xi) — lUn (X.>) + 

1 1 1 1 ' 



+ 



6' 



donde si ha la disuguaglianza : 



00 00 

^ Un (a?i) — ^ Un (X2) 

1 1 • 



m m 

1 1 



+ 2 a. 



E per effetto dell'altra disuguaglianza sopra- 
scritta, possiamo perciò anche scrivere 

00 00^ I 

^ Un (.ì\) — ^Un {^i\ì)V<J^^^ 
Pascal, Calcolo infinitesimale, \. ^ 
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Onde può trovarsi sempre un intorno tale che 
la differenza dei valori della serie 

^ Un (a?), 
1 

in due dei punti dell'intorno, sia minore di una 
quantità piccola a piacere e ciò basta per conchiu- 
derc che la serie ammette un limite. 
Chiamiamo A tale limite; resta a dimostrare che 

i4 == ^ lim Un (a?). 

1 x=za 

Sottragghiamo infatti da ambo i membri della 
uguaglianza 

00 m 

^ Un (X) = 1 Un (a?) -]- 6 (j 

1 1 

tn 

la espressione 2 lim Un (x) : si ha 

1 

00 *n MI 

a) 1 Un (X) — 2\Ìm Un {X)=^ [Un (a?) — lim Un (x)]-\-fÌG. 

1 1 1 

Ora essendo A il limite di 

00 

lUn (X) 
1 

si può trovare un intorno del punto a tale che per 
ogni X in esso compreso, si abbia 

00 

A— 1 Un (a?) = 0'a, 
1 

essendo 6' un numero, non fìsso, compreso fra— 1 
e -f- 1 ; e cosi anche potrà trovarsi un intorno per 
Offrii X del quale si abbia 
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m 

i \iln (a?)— lim Un (X)]=8"a, 
1 

essendo 6" altro numero, non fìsso, compreso fra 
— 1 e + 1; e ciò perchè questa somma risulta di un 
numero finito di termini: nel minore di tali due 
intorni si verificheranno ambedue queste ugua- 
glianze, le quali insieme alla a) danno infine : 

m 

A — :S lim Un (X) rr^ (0 -f- 6' + 0") n, 

1 



Cloe 



m 
V 



A —2. lim Un (x) 
1 



1. 



Data dunque la quantità 3 e piccola a piacere 
si può sempre trovare un indice m, tale che per 
esso e per tutti gli indici superiori ad esso valga 
la precedente disuguaglianza ; ciò basta per con- 
chiudere che la serie 



00 

i li m M« (a?) 
1 



é convergente ed il suo valore è precisamente A. 
È utile osservare che potrebbe accadere che 

^ lim Un (x) 

1 

non sia più una serie propriamente detta, ma la 
somma di un numero Jlnito di termini , potendosi 
distruggere fra loro tutti gli altri termini; in ogni 
caso però il suo valore é sempre A. 

Ricordiamo inoltre che la condizione che ab- 
biamo posta nel teorema ora dimostrato, cioè la 
condizione doììa equiconvergeT\7.a è so\o \x.w^ cotx.- 
di^ione sufficiente^ ma non è necessaria. 



3f) Cap. 1. S 7. Serie rlr poicnze. 



Dal teorema dimostrato risulla quest'altro: 
Se i termini di una serie equieonvergente sono 
funzioni continue della variabile o delle varia- 

r' 

bili^ anche la serie è una funzione continua. 



Possiamo ora applicare queste considerazioni a 
quelle serie particolari i cui termini procedono 
secondo le potenze intere positive della variabile 
X, e che perciò si chiamano serie di potenze, e 
che hanno una particolare importanza nelle cose 
che avremo a dire in seguito. 

Indicando con a^ a, . . . a« delle quantità co- 
stanti, queste serie possono rappresentarsi con 

00 



Cominciamo col ricordare che una serie con- 
vergente si dice assolutamente convergente quando 
è convergente la serie dei valori assoluti dei sin- 
goli termini ; in altro caso si dice semplicemente 
convergente. 

Sulle serie di potenze dimostreremo i seguenti 
teoremi : 

Se una serie di potenze è convergente per un 
valore a di x, sarà convergente assolutamente per 
ogni valore di x tale che \ x \ << \ a\ . 

In effetti se la serie converge per x = a, il li- 
mile del termine generale cioè a» a» converge a 
zero, e perciò può trovarsi un n tale che per esso 
e per lutti i numeri ad esso superiori sia 

Un a» I ^ .' 1. 



X \ X \ 

Sin ora I x \ -d \ a \ e poniamo - — t -^sarà l — (• Ci, 
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e se A/ è un valore maggiore del massimo fra i va- 
lori assoluti dei termini an a« , si avrà che i ter- 
mini della serie 



2 I an x^ I 
sono rispettivamente minori di quelli della serie 

la quale è notoriamente convergente per | ^ i < 1. 
Quindi, per un noto teorema sulle serie, anche la 
prima serie é convergente, e con ciò il teorema é 
dimostrato. 

Da esso risulta che il campo di convergenza di 
una serie di potenze (l'assieme di tutti i punti x 
in cui essa è convergente) è sempre costituito da 
un segmento avente per punto medio il punto-zero ; 
non si può però affermare che la serie è anche 
convergente per i due estremi del campo; anzi 
possono darsi degli esempii di serie di potenze che 
sono convergenti in un estremo e divergenti nel- 
Taltro, o divergenti in ambedue, o convergenti in 
ambedue. Nel caso poi che la serie sia conver- 
gente in un estremo, tale convergenza può essere 
seniplice o assoluta, secondo i casi, mentre per un 
punto interno al campo la convergenza è sempre 
assoluta. 

Cosi p. es. la serie 

X x^ . x^ 



Ì.J2 I 02 • • • • 



|2 2^ ' 32 

è convergente assolutamente per x—l, mentre la 
serie 



X x^ . x^ 



i 2 ■*" 3 



:^8 
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lo è, per tal valore di a?, solo semplicemente^ cioè 
Taltra serie 

è divergente per a? = +/, che é uno degli estremi 
del suo campo di convergenza. 

Se ammettiamo che la serie sia tale che esista 
il limite 



a 



n 



li in 

il suo campo di convergenza è dato da tutti i 
punti X per cui sia 

an 



X 



lim 

« =00 



a«+i 



Infatti il rapporto di un termine al precedente 
nella serie data è 



anAX 



a 



X 



n 



il cui limite per n = oo esiste, in conseguenza della 
ipotesi fatta. Ora dalla teoria generale delle serie 
è noto che secondoché il valore assoluto di tal li- 
mite è maggiore o minore di 1, la serie è diver- 
gente -convergente, e che quando tal limite è 1, 
nulla può asserirsi sulla natura della serie. Ap- 
plicando questo principio, si vede perciò che se 
noi poniamo 

an\ 1 



Cloe 



lini 

// = 00 



X 



an 



X 



1, 



11 m 



a II 



n = » \an-V\ \ 
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abbiamo precisamente tutti i punti a? pei quali la 
serie è convergente. 

Una serie di potenze è eqaiconc ergente in tutto 
un qualunque interoallo compreso nel campo di 
convergenza, tale cioè che gli estremi delV inter- 
vallo sieno interni al campo medesimo. 

Giacché evidentemente il massimo valore asso- 
luto di un termine qualunque della serie neir as- 
segnato intervallo, si ha per quel punto di questo 
cui corrisponde il massimo valore assoluto di x; 
perciò la serie dei massimi é la serie dei valori 
assoluti dei termini della serie data per un certo 
punto X interno al campo di convergenza, e poi- 
ché per un punto di tal fatta la serie di potenze 
è sempre assolutamente convergente , ne risulta 
che la serie dei massimi é convergente. Per un 
teorema dimostrato di sopra (vedi pag. 31) ne ri- 
sulta allora la equiconvergenza della serie data. 

Applicando alle serie di potenze il teorema di- 
mostrato in generale per il limite di una serie 
qualunque (vedi pag. 36) possiamo infine dedurre 
il teorema: 

Se a è un punto internò al campo di conver- 
genza di una serie di potenze, in tal punto la se- 
rie rappresenta una funzione continua. 

Questo teorema vale anche quando a è un 
estremo del campo di convergenza, ammesso che 
in esso la serie sia convergente ; ciò costituisce un 
teorema conosciuto sotto il nome di Abel, ma per 
la dimostrazione rimanderò alla mia Opera, altre 
volte citata : Note critiche di Calcolo in finitesi- 
male, Milano 1895, pag. 62 e seg. 
§ 8. Teoremi snile fnazioni oontinu^ ^\\wa»b%^%.^^- 
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riabile. Fnnsioni nniformemente continne. — Nello 
stesso modo con cui considerando le serie i cui 
termini sono funzioni di variabili , e quindi defi- 
nite in tutti i punti di un certo campo, si presenta 
la necessità di introdurre il concetto di serie equi- 
convergenti, cosi considerando funzioni continue 
in tutti i punti di uh campo, occorre introdurre il 
concetto di continuità uniforme, I due concetti 
hanno fra loro molta somiglianza. 

Se la funzione è continua in un punto a, ciò 
vuol dire che dato a piccolo a piacere si può 
trovare un intorno di a, per ogni • punto del 
quale la differenza fra il valore della funzione e 
quello della medesima nel punto a, è minore di a. 

Per fissare le idee supponiamo che si tratti di 
funzioni di una variabile sola ; allora l'intorno, di 
cui si parla, sarà un certo segmento della retta 
rappresentativa, di lunghezza e. Per ogni punto 
del campo vi sarà, dato uno stesso <j fìsso, un va- 
lore per t ; si domanda : può trovarsi uno stesso e 
che valga per tutti i punti del campo. Se si trat- 
tasse di un numero finito di punti allora baste- 
rebbe calcolare W per ciascuno, e considerare poi 
il minore di tutti, il quale naturalmente varrà per 
tutti i punti ; ma trattandosi di un numero infi- 
nito di punti non si può più fare la stessa consi- 
derazione. 

Una continuità cosiffatta si chiamerà continuità 
uniforme, o equicontinuità ; e a prima vista par- 
rebbe che essa rappresenti per la funzione una 
condizione più ristretta che non la semplice con- 
tinuità, nello stesso modo che la convergenza in 
ugual grado per la serie è una coxv^vlyotv^ \^\\\ ^\- 
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stretta della semplice convergenza. Però si può di- 
mostrare che la continuità uni/orme non è altro 
che la stessa continuità ordinaria (teorema di 
Gantor). 

Supponiamo la funzione / (a?) continua da a?=a 
sino a a? = 6. 

Troviamo un intervallo a destra del punto a tale 
che per un punto a? di esso sia 

f{x)-fia)^a 

L'ampiezza e di tale intervallo può essere varia 
perché, trovatane una, tutte le altre minori soddi- 
sfano sempre alla stessa condizione. 

Fra tutte le varie e prendiamo la massima di 
tutte o il limite superiore di esse. 

Sia Xi il punto che rappresenta l'estremo di tale 
intervallo s; è facile far vedere che in 3? = a?, la 
differenza /(a?) —/{a) é esattamente eguale a a in 
valore assoluto, cioè che 

Cominciamo infatti coir osservare che, essendo 
per ipotesi /(a?) una funzione continua , lo sarà 
anche la funzione /(x) —f{a). 

Si può far vedere che il valore di questa diffe- 
renza in Xi non può essere nessuna delle quattro 
quantità 

essendo -n una qualunque quantità diversa da zero. 
Se fosse -j- a — n, allora, per effetto della conti- 
nuità della funzione, si potrebbe trovare a destra 
di x^ un segmento tale che per o^ui ^^vitvlo dv^*3.%^ 
j'I valore assoluto dì f{x)—f{(3Ì) ^\a ò\^^^^^>^'^ ^"^ 
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a — 71 di una quantità «i minore di e, cioè sia mi- 
nore di <7, e ciò è contro la ipotesi che il segmento 
che ha per estremo x^ sia il limite superiore di 
tutti i segmenti in cui /(a?) — /(a)< a. 

Se f(3ei)—f(a) fosse eguale a -{-a + n allora, 
per effetto della supposta continuità, si potrebbe 
trovare a sinistra di a?i un segmento tale che in 
un punto di esso il valore assoluto di f(x) — f{a) 
sia differente da a + t, di una quantità Si < s, e 
quindi sia maggiore di a, e ciò contraddice anche 
all'ipotesi fatta per a?i, perchè per un qualunque 
punto alla sinistra di x^ il valore di f(x) — f{a) 
deve essere minore di a; similmente si dimostre- 
rebbe la cosa per gli altri due casi. 

Fissato dunque che in Xy si ha 

l/(a?i)-/(a)| =a, 

procediamo nella stessa maniera da Xi verso de- 
stra sino ad un punto a?^, in cui sia 

\f{x,)-/{x^)\ =a, 

e cosi di seguito. 
Possiamo cosi stabilire una serie di punti 



• • • • 



CL^ ^C^J 3^2^ ^3> • • • •• 3Cn^ M^M-f-lj 

tali che sia sempre 

I J{Xn-{-\)—f{Xn) I =(T. 

Fra due di questi punti consecutivi, per esempio 
xn e a?nH-i, intercede un segmento, per due punti 
qualunque del quale la differenza dei valori della 
funzione è minore di 2 3, mentre per due punti ap- 
partenenti a due intervalli consecutivi la mede- 
sj'ma differenza non può au^^vave^ ^ a. 
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Giacché sieno a?', a?" due punti qualunque e di- 
versi di un medesimo intervallo (a?na?«^i); uno di 
essi potrebbe anche coincidere con Xn-\ i, ma l'al- 
tro p. es. a?" non vi coinciderà, e si avrà perciò ; 

|/(a?')-/(.r„)|-(i 
e quindi 



I /(a?') -/(a?") I 



'•> 



£. a. 



Sieno invece a?'ea?'"due,punti appartenenti a due 
segmenti consecutivi (a?« a?»i+i) e (a?»i+ia?«-}-2): si avrà 

|/(a?'")-/(a?.-i-i)| -a 

I f(Xn+ì) —f(Xn ) I = a 
I / (a?0 -f{Xn)\ ^ a 

e quindi 

|/(a?')-/(a?"Ol ^3c. 

Ora se percorrendo tutto V intervallo da a sino 
a 6 il numero di tali punti intermedi è finito, al- 
lora tutto l'intervallo da a a 6 resterà diviso in 
tanti intervalli in numero finito^ ognuno dei quali 
avrà la indicata proprietà. 

Prendiamo allora in considerazione il più pic- 
colo fra tutti questi intervalli e sia e la sua am- 
piezza. Se attorno a ciascun punto a? formiamo un 
intervallo 5 di ampiezza uguale ad una quantità 
minore di e, è certo che non veniamo ad occupare 
più di due intervalli consecutivi e perciò il valore 
assoluto della differenza dei valori della funzione 
in a? e in un qualunque punto di 6 non potrà su- 
perare in ogni caso Se; si ha perciò esattamente 
la e qulcont inulta delia funzione. 
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Resta però ancora a far vedere die i punti a?^,^^... 
non possono essere in numero infinito. Infatti se 
fossero in nuniero infinito, allora ammetterebbero, 
fra a e b, un punto limite e sia u. Per eflfello 
della continuità della funzione in u si potrà tro- 
vare, un intorno di u tale che per due punti qua- 
lunque in esso sia 

Intanto per la natura stessa del punto limite, in 
tale intorno, per quanto piccolo esso sia, esiste- 
rebbero sempre infiniti punti Xn , a?ii+i, a?#i-}-2 — e 
dovrebbe essere 

I /(a?«+l) —/{Xn ) I = a 

nieritru d'altra parte, essendo a?»,a?«+i due punti 
di qucirintorno, dovrebbe essere 

|/(a?«-f-i)-/(a?.)| <4-- 

ma 

La contraddizione fa vedere che non è ammis- 
sibile ripotesi che i punti a?i, a?2, a?3 . . . sieno in nu- 
mero infinito. Resta con ciò completamente dimo- 
strato il teorema di Gantor. 

Come corollario di questo teorema si ricava che 
data una funzione continua in un intervallo da 
a a b, si può dividere tale intervallo in un numero 
finito di altri intervalli parziali, tali che in ognuno 
di essi la differenza fra due qualunque valori 
della funzione sia minore di una quantità piccola 
a piacere. 

Chiamando oscillazione della funzione in un 
in ter va Ho la differenza fra i\ \\m\\.ft ^w^^Y\cyc^ ^ -' 
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limite inferiore dei valori della funzione in quel- 
rintervallo, si può dire che può sempre farsi la 
divisione in un numero finito di intervalli par- 
ziali in modo che in ognuno di questi la oscilla- 
zione della funzione sia minore di una quantità 
piccola a piacere. 



Possiamo ora passare a dimostrare alcuni teo- 
remi fondamentali sulle funzioni continue. 

Se una funzione continua é determinata in un 
numero infinito di punti, essa lo è anche nei punti 
limiti di essi. 

Sia a?' uno di tali punti limiti; dovendo la fun- 
zione essere continua in a?' essa dovrà avere un 
limite determinato quando x si avvicina ad x\ ed 
in X' la funzione non può che avere per valore il 
valore di tal limite. 

Ricordando che i punti irrazionali sono punti 
limiti dei punti razionali, ne ricaviamo allora an- 
che che: 

Se una funzione continua è determinata in tutti 
i punti razionali di un segmento è determinata 
anche nei punti irrazionali. 

Considerando tutti i valori che una funzione ha 
in un intervallo, si hanno infiniti numeri che avranno 
un limite superiore e un limite inferiore. Per una 
funzione qualunque potrà accadere che non esista 
alcun valore della variabile per il quale il valore 
della funzione sia proprio il limile superiore; ma 
se questo non accade, allora il limite superiore é 
uno dei valori della funzione e propriamente è il 
valore massimo. Ora si può far vedere che per 
le funjsioni continue esiste ejgTettitDttmente l\ tiaV 
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massimo e il valore minimo, cioè la funzione 
prende effettivamente in due punti il valore rap- 
presentato dal limite superiore e quello rappre- 
sentato dal limite inferiore. 

Giacché se > è il limite superiore dei valori 
(Iella funzione, esiste, pel teorema di Weierstrass, 
(v. Ji ^) un punto x' tale che in un intorno comun- 
que piccolo del punto x' il limite superiore dei 
valori della funzione è anche x. 

In de' la funzione deve avere un limite perchè 
essa è continua in tutto Tintervallo. Se questo 
limite fosse x' potrà essere o x' < x, o x'> x, o x'=x. 

Se fosse x'!;:;^x, allora potendosi trovare un intorno 

di a?' tale che per tutti i suoi punti, la differenza 
I \'—f{x) I sia minore di un qualunque <t, scegliendo 

, evidentemente non si po- 



tale n minore di ,^ 

tra avvicin£(rsi a x per quanto si vuole, e perciò x 
non sarebbe più il limite superiore dei valori di 
/(a?); deve dunque essere necessariamente x' = x, 
con che il teorema é dimostrato. 

Se una funzione continua in un intervallo ha 
in due punti a, b di questo, due valori, l'uno po- 
sitivo e Valtro negativo, vi sarà un punto compreso 
fra i due a, b in cui la funzione avrà il valore 
zero. 

Consideriamo infatti tutti i valori positivi che 
la funzione ha nell'intervallo; di questi valori vi 
sarà il limite inferiore e sia A. 

Dividiamo l'intervallo totale in un numero finito 

di intervalli parziali in ognuno dei quali Toscilla- 

;>:/o/jc della funzione sia minore (\\ A ^<à c\cv ^^'^ 
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uno dei teoremi precedenti). Il primo di tali in- 
tervalli parziali, a cominciare da a. sia (a, a-j-«i)- 
Se in a la funzione ha il valore positivo e quindi 
non minore di A, in a + ^i avrà .anche il valore 
positivo, perché in tutto l'intervallo T oscillazione 
della funzione è minore di A, e quindi in quel- 
Tintervallo non ci potrà essere alcun valore nega- 
tivo; essendo poi positivo, il valore in a + 61 sarà, 
a sua volta, non minore di A. Nella stessa ma- 
niera in tutto il secondo intervallo e anche all'e- 
stremo la funzione avrà un valore positivo e quindi 
non minore di A. Cosi continuando si conclude- 
rebbe che in b la funzione ha un valore positivo, 
contro l'ipotesi. 

Dunque non si può ammettere che A sia diverso 
da zero. 

Essendo poi esso il limite inferiore dei valori 
positivi della funzione, ed essendo questa continua, 
per un teorema precedente, vi sarà perciò un punto 
in cui la funzione acquista il valore zero, e con 
ciò il teorema è dimostrato. 

Da esso si può ricavare subito quest'altro: 

Una funzione continua che in due punti a, b 
di un intervallo acquista due valori A, B, in un 
punto intermedio fra i due acquisterà qualunque 
valore C compreso fra A e B. » 

Basta applicare alla funzione /(a?) — C il teo- 
rema precedente. 

§ 9. Considerazioni sulle funzioni continue di più 
variabili. — Molte delle considerazioni del Ji pre- 
cedente possono estendersi alle funzioni di più va- 
riabili. 

Per semplicità consideriamo so\o \ft ^mw-iàcnvà ^\ 
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due sole variabili; ma le considerazioni che faremo 
possono applicarsi, opportunamente modificate, an- 
che al caso generale. 

Usiamo sempre la rappresentazione delle coppie 
di variabili a?i,a?2 mediante i punti del piano aventi 

per coordinate a?i, a?2' 

La funzione y delle due variabili a?^, ajg si dire 
continua nel punto (a^ a^) quando data una quan- 
tità qualunque a, si potrà trovare un'area piana 
nel cui interno c'è il punto (aj aj) ® ^^^^ ^^^ P^^ 
ogni punto di tale area il valore di /(x^x^) dif- 
ferisca dal valore di fifiL^a^ di una quantità mi- 
nore di e. 

Possiamo porre questa definizione sotto un'altra 
forma. Se infatti esiste Tarea piana di cui si parla 
nella precedente definizione , è chiaro che si po- 
trà sempre disegnare un rettangolo, coi lati paral- 
leli agli assi coordinati, col centro in {a^ a^) e com- 
preso tutto intero nell'area di cui si parla. 

Siano Al, /i2> le lunghezze dei semilati di tale 
rettangolo; è chiaro che le coordinate di un punto 
qualunque interno ad esso saranno sempre della 
forma 

indicando con 6i,6., due numeri arbitrari compresi 
fra — i e -f /. 

Possiamo allora dire che la funzione è continua 
quando si possono trovare le quantità /i^, /i^ in 
modo che per valori qualunque di 64,6.,, compresi 
fra — /, e + / si abbia sempre 

CO /yv^i + ^j /'i . c^^+\ /«*) — .f ^«-vCL.^ \ cn. 
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Ricordando ora la condizione necessaria e suf- 
ficiente perchè una funzione ammetta un limite, 
(V. § 6) possiamo dire che deve anche accadere che 
la differenza fra i valori della funzione in due qua- 
lunque punti del rettangolo dove potersi rendere 
minore di qualunque quantità 6 ; scegliendo i punti 
di coordinate 

a, + 6| Aj , a., -f- 6o h^ 
e 

deve dunque aversi 

e analogamente 

e queste disuguaglianze debbono sussistere per 
qualunque coppia di valori di 6^,62 compresi fra 
— 1 e +L 

Viceversa se, dato 6 si possono sempre trovare 
valori di A^, hz pei quali si verificano le (2) , si 
potrà sempre verificare la (1), dato a a piacere. 

Infatti prendiamo prima di tutto 6 = -^ e troviamo 

gli /ii,/i2 corrispondenti. Dovendo la prima delle (2) 
sussistere per qualunque 6^, prendiamo 6^ = e 
allora si ha 

che insieme colla seconda delle (2) (sommandone 
cioè i primi membri se sono dello stesso segno, 
o sottraendoli se sono di segno contrario^ e in o^ni 
caso sommando i secondi mencvbvV:^ ^^^ 

Pascal, Calcolo infìniteaimale, 1. *^ 
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/(«i + ^i/^i , «•> + ^>^^2)— /(«1«2) I <28 



(7. 



Le relazioni (2) ci dicono un fatto notevole sulla 
natura della continuità di /. Esse ci dicono che 
./ (^1 + ^1 ^^1» ^2) considerata come funzione di x^, è 
continua nel punto a?2 == a^, e ciò per qualunque 
valore di 6^, cioé/(a?£. .Tj) ^ funzione continua di a*^ 
per tutti i valori di x^, da a^ sino a ai±/ii; e 
similmente /(a?i, «2 + ^2 ^2) ^ funzione continua di 
a?i per qualunque valore di o^. 



Considerando una funzione continua in tutto un 
campo, si presenta naturalmente anche qui Tidea 
della continuità uniforme di cui abbiamo discorso 
nel § precedente a proposito delle funzioni di una 
soia variabile; si può cioè domandare se, dato a, 
si possono trovare dei valori /ii, /ig, tali che, per 
tutti i punti a? del campo, si verifichi una disu- 
guaglianza analoga alla (1). 

Si riconosce che anche qui la continuità ordi- 
naria è contemporaneamente una continuità uni- 
forme. 

La dimostrazione di ciò si farebbe estendendo 
in modo tacile quella data nel § precedente per le 
funzioni di una sola variabile. 

Similmente si possono estendere alle funzioni 
continue di due variabili in tutto un campo molti 
dei teoremi del § precedente. Cosi per esempio; 

Se in un punto del campo la funzione continua 

ha un valore positivo e in un altro punto ha 

un calore negativo, e se possiamo congiungere 

feséi due punti con una linea corapresa tutta u«\. 
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campo, esisterà su questa linea almeno un punto 
in cui la funzione ha il valore zero, etc. etc. 

§ 10. Variabili ayenti per limite zero o per limite 
rinfinito. Infinitesimi ed infiniti. — Le variabili che 
hanno per limite zero si chiamano infinitesimi o 
zerij e le quantità che hanno per limite l'infinito 
si chiamano infiniti. 

Avendosi due quantità a, p, il cui valore dipenda 
dai valori di una o più variabili indipendenti, e 
aventi per limite zero o l'infinito per un medesimo 

sistema di valori di tali variabili, se se ne fa il rap- 

ft 
porlo -T-, e si cerca poi il limite di tal rapporto, 
p 

può accadere o che tal limite esista oppure che 
non esista. 

Applicando il teorema che il limite del rap- 
porto è eguale al rapporto dei limiti, si vede che 

il limite del rapporto -^ si presenta sotto la for- 

p 

ma jT-» s© «? P sono infinitesimi, ovvero ^ se a, 3 

sono infiniti. Ora queste espressioni sono di quelle 
cosidette indeterminate (v. Gap. V, § 1), e nulla ci 
dicono sul valore di quel limite. 

Se il limite del rapporto -r- esiste, esso può es- 

p 

sere o zero, o l'infinito, o una quantità finita; esa- 
miniamo separatamente i tre casi. Se il limite è 
zero, ed a e P sono infinitesimi, vuol dire che fra 
i due zeri, del numeratore e del denominatore del 

rapporto -r. (sotto cui si presenterebbe direttamente 

ìì limite di — applicando il leoremoi cXv^WXvcK^fc» 

p 



52 Cap. I. S 10. Infinitesimi e infiniti. 



del rapporto é eguale al rapporto dei limiti) pre- 
vale in certo modo lo zero del numeratore, e 
quindi siamo condotti a dire che lo zero di a è di 
un ordine sa/)e7u'ore rispetto allo zero di P; avver- 
tiamo però che ciò non è naturalmente che una 
definizione. 

Se invece a, p fossero due infiniti , allora , se 
il limite del rapporto è anche zero, diciamo che 
rinfinito del denominatore prevale suirinfinilo del 
numeratore, e quindi che p é un infinito di ordine 
superiore rispetto ad a. 

Se il limite del rapporto di a, p, è infinito allora, 
se si tratti di infinitesimi, noi diremo reciproca- 
mente che p è infinitesimo di ordine superiore ri- 
spetto ad a, e, se si tratti di infiniti, noi diremo che 
a è infinito di ordine superiore rispetto a p. 

Se poi finalmente il limite del rapporto é una 
quantità finita diversa da zero, noi, continuando il 
medesimo ordine di idee nel quale ci siamo messi, 
diremo che nessuno del due infinitesimi, o dei due 
infiniti pretale sull'altro, e cioè che essi sono dello 
stesso ordine. 

Facciamo intanto un'altra considerazione dalla 
quale potrà risultare con maggior precisione que- 
sto concetto di ordine di infinitesimi o di infiniti 
che noi siamo stati condotti a introdurre. 

Sia a un infinitesimo, e facciamone il quadrato 
a*; anche a^ sarà infinitesimo. 

Quale sarà il suo ordine rispetto all'ordine di a? 



a« 



Fatto il rapporto — = a risulta che tale rapporto 

tende a zero, dunque a* è un infinitesimo di ordine 
maggiore dì a. Si vede cosi cYve V ovàvcv^ ò\ mw^ò. 
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potenza di un infinitesimo o infinito non è lo stesso 
dell'ordine deirinfinitesimo o dell' infinito stesso. 

In generale a« é di ordine maggiore di a se 
n^l, è di ordine minore se /i<i, ed inoltre a« 
è di ordine maggiore o minore di a»» secondochè 

n >> m /i < m. 

Siamo dunque naturalmente condotti a caratte- 
rizzare Tordine di a» rispetto air ordine di a, se- 
condo la grandezza dell'esponente n, cioè, in altri 
termini, a dire che T ordine di a»» rispetto ad a é 
misurato dal numero n. 

Ciò posto, possiamo passare ad un più preciso 
paragone degli ordini di due infinitesimi o infi- 
niti diversi; giacché se a, p sono per es., due in- 
finitesimi, di cui r uno è di ordine maggiore che 
Taltro, e se inoltre si trova che il limite del rap- 
porto — è una quantità finita diversa da zero (il 

che se accade, può accadere, per un unico valore 
di n e mai per due. valori diversi) noi potremo 
dire che a è dello stesso ordine di p« , e poiché 
inoltre p» è di ordine n rispetto a p, cosi infine noi 
diremo che anche a é di ordine n rispetto a p. 

Si vede dunque che se il limite del rapporto -r- 

p 

esiste, e se si può trovare un numero n maggiore, 

uguale o minore di / tale che — - abbia un limite 
«^ pn 

finito, allora i due infinitesimi o infiniti a, p si pos- 
sono paragonare fra loro in modo preciso, e si può 
calcolare in un modo preciso Tordine delUuuo ri- 
spettò airaltro. 
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1 



Se non esistono invece i limiti di cui si parla, 
non sarà più possibile il paragone dei due infini- 
tesimi infiniti. 

Può accadere p. es., che pur esistendo ed essendo 
zero il limite del rapporto dei due infinitesimi « e 

p, non si possa però mai trovare un n tale cher- 

abbia un limite finito, che cioè questo rapporto, 
per qualunque n, abbia sempre per limite zero; 
allora evidentemente il concetto di ordine che ab- 
biamo introdotto, non potrà più esserci utile per 
definire con un numero l'ordine di a rispetto all'or- 
dine di p. 

Potrà poi anche avvenire che il rapporto -r-non 

ammetta limite, e allora non sarà più possibile il 
paragone preciso degli infinitesimi o infiniti nel 
modo con cui lo abbiamo fatto sinora. 

Si potrebbero fare alcune altre considerazioni 
pel caso in cui, non esistendo il limite, il rapporto 

~ oscilla fra due limiti determinati, ma le trala- 
sciamo. 

In relazione agli esposti concetti di ordine di 
infinitesimi e di infiniti possiamo stabilire alcuni 
teoremi. 

Se 7. è un infinitesimo o un infinito, esso resterà 
tale e del medesimo ordine anche quando si mol- 
tiplica o si dioide per una quantità finita A diversa 
da zero. 

Una somm,a algebrica di un numero finito di infi- 
nitesimi è anche un infinitesimo il cui ordine è 
quello deirinfinitesimo di ordine minlTaoJr a idaU, 
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Sieno infatti a^, ag due infinitesimi, e l'ordine n^ 
del primo sia minore dell'ordine n^, del secondo. 
Sia a r infinitesimo rispetto cui si calcolano gli 
ordini dei dati. Allora evidentemente a^ rt 02 è an- 
che una quantità tendente a zero, quindi un infi- 
nitesimo. Facendo il rapporto 



si trova che tal rapporto tende ad una quantità 
finita, perché per ipotesi il primo termine di questa 
espressione tende ad una quantità finita e il se- 
condo converge a zero. Dunque a^ it «2 è un infi- 
nitesimo di ordine /ii. 

Un teorema che ha molta affinità con questo é 
quest'altro ; 

Se un infinitesimo ol è la somma algebrica di un 
numero finito di altri infinitesimi 

OL = a^ -p a.> -j- .... — [- a« 

dove a^ sia di ordine minimo, e tutti dipendenti 
dal medesimo sistema di variabili, si può sempre 
trovare un intorno dei valori limiti delle varia- 
bili^ tale che per ogni suo punto il segno di a sia 
lo stesso del segno di a^. 

Infatti essendo ag an di ordine superiore ad 

ai il rapporto 

= — -j- -| 

«1 «l «1 

tende a zero. Si può dunque trovare un intorno 
dei punti limiti delle variabili, pel quale tal rap- 
porto sia in valore assoluto minore di una quan- 
lità <r piccola a piacere, cioè d\\G "\\ n^\cnvvì <!v\ 
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«2 + •••• + «♦» sia in valore assoluto minore del 
valore assoluto di a^, e quindi che nella somma 

*i "f* °'2 ~h • • • • "t" "« 

prevalga il segno di a^. 
Cosi p. es., in un'espressione della forma 

che è zero per a? = 0, si può trovare un tale in- 
torno del punto zero che il segno di tutta Tespres- 
sione sia eguale al segno di a a?* . 

// limite del rapporto di due infinitesimi non 
muta se ad essi aggiungiamo infinitesimi rispetti- 
vamente di ordine superiore. 

Sieno «1, «2 due infinitesimi e Pi, Po altri due 
rispettivamerite di ordini superiori ai primi : il 
rapporto 

«i+Pi 



«s+Ps 



può scriversi 



i+P-i 



«1 



°^2 1 _|_ h 

e poiché il limite del secondo fattore è i si vede 
che il teorema è dimostrato. 

Ili quanto agli infiniti, cominciamo coir osser- 
vare che essi possono (v. S 5) essere positivi o ne- 
gativi, distinzione che non ha luogo per gli in- 
finitesimi. 
Hanno poi luogo i seguenti teoremi : 
Una somma algebrica di un numero finito di 
in^niéc tutti di ordine diverso fra loro., è uu lu^- 
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nito il cui ordine è il massimo degli ordini degli 
infiniti dati. 

Se un infinito ol è la somma algebrica di un nu' 
mero finito di altri infiniti^ tutti di ordine diverso^ 
si può fare che il segno di tutta la somma coin- 
cida col segno dell'infinito di ordine più alto. 

Il limite del rapporto di due infiniti non muta 
aggiungendo ad essi infiniti di ordine rispettiva- 
mente inferiore o in particolare quantità finite. 

Questi teoremi possono facilmente dimostrarsi 
come gli altri dimostrati sopra per gli infinitesimi. 

Possiamo aggiungere l'osservazione che, mentre 
la differenza di due infinitesimi diversi é sempre 
un infinitesimo, la differenza di due infiniti diversi 
può essere una quantità finita. Come esempio sem- 
plicissimo di questo fatto possiamo considerare i 
due infiniti, 

a -\- 35 , b-{-x , per x = oc. 

La loro differenza è b — a, cioè una quantità 
finita anche nel limite per a? = oo. 

La espressione oo — oo è un espressione indeter- 
minata, (v. Gap. V, § 1) può cioè avere un valore 
piuttosto che un altro secondo la natura delle quan- 
tità che diventano infinite. 

Possiamo però dimostrare efie se la differenza 
di due infiniti tende ad una quantità finita^ i due 
infiniti sono dello stesso ordine e il limite del loro 
rapporto è Vunitd, Se infatti 

lim (a ~ fj) _r a 
si ha 



ììm 



(i-,)=u.i=.. 
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cioè 

P 



Tornando ora ancora per poco sullo studio degli 
infinitesimi, noi possiamo farci questa domanda:' 
La somma algebrica di un numero finito di infi- 
nitesimi è anche un infinitesimo ; ma può dirsi lo 
stesso della somma algebrica di un numero infl- 
nito di infinitesimi ? 

Si può subito vedere che ciò non è. Si consideri 
infatti la somma degli infinitesimi 

• 

Ognuno dei termini di questa somma è un infi- 
nitesimo per a?=0; ma alla somma di essi non 
si può assegnare il valore zero. 

Possiamo dimostrare un teorema nel quale si 
contiene una condizione su^c«e;i^e perché la somma 
di infiniti infinitesimi sia un infinitesimo. 

Questa condizione si ottiene introducendo un con- 
cetto nuovo che ha molta relazione con altri con- 
cetti che noi abbiamo dovuto introdurre nei §§ pre- 
cedenti a proposito della convergenza delle serie, 
e della continuità delle funzioni. 

Si abbiano infiniti infinitesimi, 

Diremo che essi sono infinitesimi convergenti a 

zero in ugual grado ovvero equieonvergenti a zero, 

quando, dato un numero e piccolo a piacere, si 

/)nó trovare un tale inlonxo de\ NvAovc.\\\cC>\.^ci^<yw 
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valori limiti delle variabili da cui dipendono que- 
gli infinitesimi, che per tutti i punti di queir in- 
torno, i valori di tutte le a sieno minori di a. 

Si possono immaginare degli infinitesimi in cui 
questo non accada. Per es. le espressioni 

tC ^ tC j M> f • • • • . eC7 • • • • • 

sono infinitesimi per a? = 0. Ma é chiaro che asse- 
gnato un qualunque valore ad x prossimo a zero 
e quindi minore di 1, quelle quantità sono distri- 
buite in maniera che la seguente è sempre mag- 
giore della precedente, e il limite della loro suc- 
cessione é a?** = l, e quindi, fissato a? qualunque, si 
potrà coiraumentare del numero ;i, avvicinarsi al 
valore 1 finché ci piace, e superare perciò qua- 
lunque quantità a < 1 assegnata ; per nessun a? si 
potrà cioè ottenere che tutte quelle quantità sieno 
minori di t. 
Si dirà poi che gli infinitesimi 



!• • • « 



sono uniformemente di ordine superiore rispetto 
agli infinitesimi 

quando i rapporti 

a^ a.> «M 

Pi' "p1'""' %' 

sono infinitesimi convergenti a zero in ugual grado. 
Ciò premesso, si può subito far vedere q.\\q se si 
ha una somma di infiniti infinitesimi 

. A -f i^;> + .... + &n + ... . 
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la quale sia finita^ e se i termini 

Oij^ — p ocq — p .... — p ot» — {— .... 

di un'altra somma di infiniti inflnitesiixiì sono, ri- 
spetto ai P, uniformemente di ordine superiore^ la 
seconda somma è un infinitesimo. 
Giacché ponendo 

— — £ 1 — So ... . — S« . . . . 

Pi Po P« 

si ha 
e quindi 

otj -|- a.» "T" . . . . — p ifi ~p . • • . == 

^^^^ - 1 Pi "T" *•* P? • • • • l -w P'* I • • • • 

e siccome si può fare, per ipotesi, che tutte le t di- 
ventino minori di una quantità a piccola a piacere, 
cosi possiamo scrivere 

«i 4" ^-2 "h • • • • + *« 4" • • • • ^ '' (Pi P,» ' • • • "h Pw + • • • •) 

Ma la somma delle p tende ad una quantità finita^ 
dunque il secondo membro, impiccolendo a, può 
rendersi piccolo a piacere, e perciò possiamo con- 
chiudere che la somma delle a tende a zero. 

v^ 11. Calcolo di alcuni limiti particolari. — Nel- 
l'Analisi occorre spesso la conoscenza di alcuni 
limiti, al cui calcolo noi perciò vogliamo qui de- 
dicare un paragrafo a parte. 
1. Si voglia calcolare 

lim ^ 
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per 71 intero positivo e convergente air infinito, e 
per un valore di h qualunque. 

Supposto h compreso fra i due numeri interi p 
e /> + 1, possiamo scrivere, per n^ p + \, 

/i*» _ h h h h h 

» — ir • . » • • • • • I « • « « « ■" 
n! 12 />/>+! ^ 

ed essendo le frazioni 

h h h 

P + ^ '7^ + 2 '"** n 

decrescenti, possiamo scrivere 

A« Ap ( h \^-P' 
n!^p!\p + \/ 

Per n=Qo. essendo — r-r minore di 1, 

p + ì 

\p + \) 
tende a zero, e quindi 

lim — ; = 0. 
ni 

2. Si voglia calcolare 

sen X 



lim 



a;=0 3C 

Cominciamo coll'osservare che un arco minore 

di -^ è sempre compreso fra il suo seno, e la sua 

tangente^ cioè 

sen a? < a? < tang x, 
donde, dividendo per senx, 

sena? cosa 
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e tale disuguaglianza si conserva in tatti gli stadi 
successivi mentre x tende a zero. Per un teorema 
del § 5 si ha che se le due quantità estreme ten- 
dono allo stesso limite, anche la quantità inter- 
media tenderà al medesimo limite. Ora effetti va- 

1 

mente per x = 0, == 1, e quindi possiamo con 

COS «1? 

chiudere che tende ad 1, cioè che 

sena? 

3. Si voglia calcolare 

x=o *^ 

Si sa dalla trigonometria che 



1 — cos a? = 2 sen*— ar, 

2 



onde 



. sen^-pi-a? . sen -^a? 

1 — cos a? » 2 1 2 

= 2 = sen ^r- a? — -. • 

a? a? 2 1 

Poiché il secondo fattore tende ad 1, e il primo 
tende a zero, possiamo conchiudere che il prodotto 
tende a zero, cioè 

i; 1 — cos X ^ 
lim = 0. 

\. Si voglia calcolare 
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Essendo tanga? = , si ha 

^ cos X 

X cos X X 

,. 1 ,. sena? , 

= lim lim ^-= 1. 

oos X X 

5. Passiamo ora a calcolare il limite di 

x\^ 



:i — o 



('+0 



per n = oo. Noi dimostreremo che tale limite non 
è altro che il valore della serie convergente 

3P "7* ir 

che si chiama la serie esponenziale per una ra- 
gione che vedremo in seguito. 

Cominciamo col fissare per n un valore finito, e 
chiamiamo cpn la somma dei primi n + 1 termini 
delle serie, cioè poniamo 



'li' n\ 



Essendo 



/. , a?\« , , X , n .n~\ x'^ , 



'+f+('-~)i;+('-^)('-i)i+- 



si ha 



'-('^f)"=r'-('-^)]s+ 
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I coefficienti del secondo membro sono eviden- 
temente tutti positivi ; cosicché se a? è positivo, il 
secondo membro é la somma di tanti termini po- 
sitivi, mentre che se a? é negativo, i termini del 
secondo membro sono alternativamente positivi e 
negativi. 

Ma in quest'ultimo caso se noi convertiamo in 
positivi tutti i termini negativi, verremo ad accre- 
scere il secondo membro, per modo che indicando 
con \x\ il valore assoluto di x, possiamo scrivere 

'■-('+ì)"-S['-('-h)- 

Ora evidentemente 
mentre 

-('-^n=v['+('-^)+ 
+(-^'-y+-+('-^r]<*^'' 

onde abbiamo : 

c?n -(IH ) < 2 -— . 

\ n/ h=2 Ti h! 

JJ secondo membro risulta di n — 1 termini po- 
sitivi ; aggìixngÌQiVCiQ tulli g\\ a\\.v\ vc\^tì\\;\ \fò^\ss«w\ 
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che risultano dalla stessa formola ponendo per h 
valori superiori ad n. 

Allora evidentemente la disuguaglianza conti- 
nuerà a sussistere con più ragione, e si ha 

cp„ ~(l +-) < - 2 —rj— W^ . 

La serie del secondo membro è una serie con- 
vergente, perché si può subito vedere che il rap- 
porto del termine generale 



al termine precedente 

(h — 2)« 



!a?I*-i 



(h-\)\ 
e 

(h-2f h 

e converge a zero per h = oo; dunque la serie di 
cui si parla ha un valore fnito A: possiamo per- 
ciò scrivere 






Passando ora al limite per n = oo , si vede che 
il secondo membro converge a zero, e quindi per 
n = oo si può conchiudere la eguaglianza dei due 
termini del primo membro. Per la dimostrazione 
fatta, n deve convergere air infinito passando per 
valori interi positivi; ma si può d\mo^V.vtìi\?^ Ol\^ 
in qualunque modo n converga a\V \w^t\\Vo^ ^\ \\^ 

Pascal^ Calcolo inftnUesimale, I. ""^ 
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sempre lo stesso risultato. Per brevità tralasciamo 
però questa dimostrazione. 

Per a? = 1 la serie esponenziale diventa 

i+TT+-2r + "3r + — 

e il suo calore è un numero irrazionale compreso 
fra 2 e .?, che si suole indicare colla lettera e, ed 
é la base dei logaritmi neperiani. Si ha quindi 

Possiamo dedurre di qui una notevole relazione 
fra il numero e, e la serie esponenziale per x qua- 
lunque. Possiamo infatti scrivere 

lim(l+_^y=litn (/l + i\7 

M=oo\ n/ n = oo<l ni 



e ponendo 



n 

— = m 

X 



si ha 



lhn('l+5)''=riim('l+±r?=ex 
« = c»\ ' n/ Lw=(»\ m; J 



Gorichiudiumo dunque che la serie esponenziale 
(jenerale non è che la potenza a?»»« del numero e, 
(). Dalla formola 



lim Ci +1)" = 
se lìo possono ricavare allre. 
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Poniamo 

1 

— = m 
n 

e abbiamo 

^_ 

lim(l + m) "* =e. 

m=0 

Prendiamo i logaritmi neperiani dei due mem- 
e otteniamo 

m=0 ''^ 

E se invece partiamo dalla formola 

limA+^V=e^, 

n = oe\ n/ 

collo stesso procedimento otteniamo 

li,^log(l+ma^)^^ (6) 

Poniamo ora infine nella (a) 

m = ay — \ 

donde 

1 -j- ;>i = oy 

log(l-f-m)==^loga 
e si ha con facili trasformazioni 

lim ??JZÌ = log a. (e) 

Ponendo invece nella (a): 

^ = (1 + i^)^ — 1 
1 + m = (1 + ^)y- 

/05- (1 ^- m) = u. log (V -V U\ 



68 Cap, I. § //. Limiti particolari. 



si li a 

lim (l+i/)^-^ = ,. 
y=o log (1 + !/) ' 

Ma per (a) 
dunque possiamo scrivere 



('/) 



CAPITOLO II. 
Derivate di nna fanzione. 



§ 1 . DerÌTata di una funzione di nna sola Tariabile. — 

Sia y =/(«!?) una funzione definita in un certo in- 
tervallo (a, b\ e sia x un punto di tale intervallo 
in cui la funzione sia finita. Consideriamo un 
altro punto prossimo ad a?, e sia il punto xdzh. 

La funzione nel punto x àzh avrà in generale 
un valore diverso che nel punto x; se la funzione 
é eontinua^ come bisogna supporta in queste con- 
siderazioni, il valore della differenza o incremento 

f{x±zh)-f(x) 

é una quantità che tende a zero quando h tende 
a zero; ma può accadere che il rapporto 

f{xri^h)-f{x) 

il quale è il rapporto di due differenze, quella dei 
valori della funzione, e quella dei valori della va- 
riabile, tenda ad un limite per A = 0; se questo 
limite esiste, è finito, ed è indipendente dalla ma- 
niera colla quale li tende a zero., e iadi[>eaiVet\\.e 
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dal segno di h, esso si chiamerà la derivata della 
funzione nel punto ar, o, per una ragione che ve- 
dremo in seguito, quoziente differenziale nel punto x. 
Il i^pporto 

f(xdzh)-f(x) 

per h finito si suol chiamare rapporto delle diffe- 
renze ovvero anche rapporto incrementale. 

Se il limite esiste solo a destra o solo a sinistra ' 
del punto a?, allora si avrà la derivata destra, o\a 
derivata sinistra di / nel punto x Si parlerà però 
di derivata senz' altra aggiunta, quando esistono 
ambedue le derivate, destre e sinistre, e inoltre sono 
fra loro eguali. 

Se la funzione data ha valore costante in qua- 
lunque punto, é chiaro che la sua derivata é zero. 

Immaginando che , data una funzione /(a?), per 
ciascun punto di un intervallo ne esista la deri- 
vata, l'assieme di tutti gli infiniti valori di questa, 
costituisce a sua volta una nuova funzione che si 
chiama la prima funzione derioata^ e si indica 
col simbolo /' (x). 

Cominciamo a vedere quali *sono le condizioni 
per l'esistenza della derivata finita e determinata 
in un punto. Prima di tutto é chiaro che la fun- 
zione deve essere continua nel punto; altrimenti 
il numeratore non converge a zero, mentre il de- 
nominatore converge a zero. Quindi il limite del 
rapporto in tal caso, se anche esiste, non potrà 
essere finito. 

Inoltre la funzione, la quale, per ipotesi^ è finita 
r'n «2-, non potrà essere infiniia in iaJ\aUl \iunU di 
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un qualunque intervallo attorno al punto x; per- 
ché se lo fosse, avvicinandosi al punto x, passando 
per tutti questi tali supposti punti nei quali la 
f{x±:h) è infinita, il limite che si otterrebbe do- 
vrebbe essere lo stesso di quello ottenuto avvici- 
nandosi in qualunque altra maniera al punto x; 
ma il limite che si ottiene è evidentemente V infi- 
nito, perché il numeratore risulta costantemente 
infinito in tutti i successivi stadii del passaggio al 
limite, dunque il limite del rapporto incrementale 
non potrebbe essere finito. 

Raccogliendo queste considerazioni possiamo dire: 
se in un punto in cui una funzione è finita^ la de- 
rioata della medesima esiste ed è finita, la fun- 
zione deve essere continua e finita nel punto , e 
inoltre deve esistere un intorno del punto in cui 
la funzione non sia mai infinita. 

Possiamo anche far vedere che almenochè il 
valore della derivata non sia zero , la funzione 
non deve nelV intorno del punto x, essere tale che 
la espressione f(xàzh) — /(a?) cambi infinite volte 
di segno. 

Noi cioè possiamo bensì immaginare delle fun- 
zioni per le quali, in un qualunque intorno del 
punto ar, piccolo a piacere, esistano sempre dei 
punti in cui /(a?±/i) — /(ar) abbia valore positivo, 
e altri punti in cui abbia valore negativo, ma una 
funzione cosiffatta o ha la derivata zero, oppure 
non ha derivata determinata. 

Un esempio di ciò è la funzione definita dalle 
due formole 

/(0) = , /(a?) = ^eHC^Y^^. 



l £é 
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La funzione a? sen — ha valore determinato per 

ogni a?, diverso da zero, ma per a? = essa ci si 
presenta come indeterminata perchè tale è senoo;é 
questa la ragione per cui noi stabiliamo a parte il 
valore che la nostra funzione vogliamo che abbia 
per a? = 0; propriamente fissiamo il valore zero. Cosi 
facendo veniamo a costruire una funzione conti- 
nua anche per a? = 0, giacché é facile riconoscere 

che il limite di f(x) per a? = 0, è anche zero. In- 

1 

fatti per qualunque a?, sen — sarà sempre compreso 

1 

fra — 1 e -|- 1, e quindi a? sen— ó una quantità che 

a? 

si può rendere piccola a piacere, diminuendo il 

valore di a?, e perciò per a? = tenderà a zero. 

La funzione cosi costruita è della suindicata 

specie : avvicinandosi infatti con a? al valore zero, 

1 

il sen— cambia di segno infinite volte, e non si 
a? 

può mai trovare un intervallo, per quanto piccolo, 

1 

attorno a?=:0, in cui la funzione a? sen— sia sem- 

pre positiva o sempre negativa. 

È facile dimostrare ciò che abbiamo sopra as- 
serito in quanto alla non esistenza di una derivata 
diversa da zero per una funzione cosiffatta. 

Giacché per effetto della supposta continuità 
(iella funzione, noi possiamo dire che anche la 
differenza 

f{:cdzh)-f{x\ 

considerata come funzione di h, è \\x\ei Iwwlxqw^ 
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continua ; e quindi se col diminuire di h tale espres- 
sione cambia infinite volte di segno, essa passerà 
infinite volte per zero; vi saranno perciò in qua- 
lunque intorno del punto a?, infiniti punti, in cui 

/(a?±/i)=/(a?). 

Noi intanto possiamo far convergere h a zero 
facendo che il punto x-^-h venga a coincidere 
successivamente con ciascuno di tutti questi infi- 
niti punti: e allora in tutti gli stadi del passag- 
gio al limite, essendo il numeratore del rapporto 
sempre zero, il limite di esso, se esiste, non potrà 
che essere zero. Quindi la derivata della funzione 
o é effettivamente zero, oppure non esiste deter- 
minata. 

Cosi per esempio la funzione da noi sopra con- 
siderata non ha derivata in a?=:0, mentre Taltra 
funzione 

/(0) = ., /(a?) = ^Vsen| 

ha per derivata zero. 

La continuità della funzione, é, come si è detto, 
condizione necessaria perché esista la derivata 
nel senso sopra definito; essa però non é condi- 
zione sufficiente, e ciò risulta, immediatamente dal- 
l'esempio trattato di sopra; le funzioni derivabili 
formano cioè una classe di funzioni più ristretta, 
e compresa in quella delle funzioni continue. 

Una volta si credeva che tutte le funzioni con- 
tinue fossero derivabili ; in seguito si vide che ciò 
non era, e che si potevano invece lvoNaY^lv5cwL\^\\\ 
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che sono continue in tutto un intervallo senza 
essere mai derivabili. 

Diffusi particolari su ciò possono trovarsi nel 
mio volume: Note critiche di calcolo infinitesimale 
Milano 1895, pag. 85 e seg. 

Vogliamo ora accennare ad un'interessante rap- 
presentazione geometrica della derivata di una fun- 
zione di una sola variabile, in un punto. 








RÌ<' 1 



Si abbia una funzione ^ di a? che sia rappresen- 
tabile geometricamente mediante un arco ordinario 
di curva piana come A B (il che del resto non é 
possibile per tutte le funzioni : vedi Gap. 1, § 2). 

Per ogni valore di a?, il valore dell' ordinata y 
rappresenta la funzione. Consideriamo le ordinate 
corrispondenti alle ascisse o p, o p\ 

La dift'erenza fra le ordinate, sia rappresentata 
da P' rt, mentre la differenza delle ascisse é rap- 
presentala da />/>'=■ P a. 



Cap. IL § /. Derloata di una funzione. 75 
Il rapporto incrementale é dato da 

Fa 

che, per le ordinarie nozioni di trigononnetria , é 
eguale alla tangente trigonometrica deir angolo 
che la corda PP' della curva fa con Pa , ovvero 
coll'asse di x. Quando /)' si avvicina a /), P' si av- 
vicina a P sulla curva, e la corda P P diventa la 
tangente alla curva nel punto P; dunque: la de- 
rivata di una funzione per un calore x della va- 
riabile, rappresenta , se la funzione è rappresen- 
tabile geometricamente mediante una curva , la 
tangente trigonometrica delV angolo che la tangente 
geometrica alla curva nel punto di questa che ha 
per ascissa x, fa coltrasse delle ascisse. 

Si vede di qui che il problema della ricerca 
della posizione della tangente in un punto della 
curva si risolve col calcolo della derivata della 
funzione che rappresenta V ordinata della curva 
espressa mediante l'ascissa. Ed è appunto il pro- 
blema famoso e fondamentale della ricerca delle 
tangenti che dette occasione a Leibnitz e Newton 
di scoprire i fondamenti del Calcolo difi'eren- 
ziale. 

La definizione di derivata, data di sopra, presup- 
pone che sia il punto in cui si considera la deri- 
vata, sia il valore della funzione in esso, sieno 
finiti; per completare allora le considerazioni di 
questo paragrafo , bisognerebbe stabilire ciò che 
conviene assumere per definizione di derivata 
quando o il punto in cui essa si vuol considerare^ 
o la funzione, o ambedue sono mfmitì. 
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Restando a nostro arbitrio il fissare la defini- 
zione per il valore della derivata in tali casi, noi 
la fisseremo in modo che la funzione derivata rie- 
sca possibilmente una funzione continua; cosi ci 
saremo serviti nel modo più semplice dell' arbi- 
trarietà di cui possiamo disporre e avremo anche 
conservata una proprietà fondamentale della fun- 
zione derivata di cui tratteremo più avanti (v. § 4). 

Perciò calcoleremo, quando ci sarà possibile, il 
limite della funzione derivata, e tal limite lo as- 
sumeremo come valore della stessa in ciascuno 
dei casi suindicati. 

La discussione rigorosa del calcolo di tali li- 
miti ci porterebbe però troppo lontano dal piano 
propostoci in queste lezioni ; ci limiteremo perciò 
a qualche breve considerazione, specialmente di 
indole geometrica, senza la pretesa di stabilire dei 
teoremi generali. 

Immaginiamo una funzione rappresentabile, me- 
diante una curva ordinaria continua e a tangente 
determinata, in un intorno a sinistra di un punto 
a, e in tal punto l'ordinata della funzione abbia il 

■ 

valore oo. Geometricamente appare che se la tan- 
gente alla curva deve tendere ad una posizione li- 
mite quando l'ascissa del punto di contatto tende 
al valore a, tale posizione limite non può essere 
che quella dell'ordinata nel punto a , e quindi il 
limite della derivata della funzione in questo caso 
è Vinfinito. 

Supponiamo p. es. che l'ordinata della curva sia 
espressa dalla funzione 

1 

I/ = 
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;he tende ad » per x = a. La derivata è espressa 
ia (V. § 3) 

1 

(a? — a)* 

2, come si vede, tende anche ad oo per x = a. 

Supponiamo ora il caso di una funzione il cui 
limite per ar = oo sia finito, eguale ad A, e che 
abbia, da un certo x in poi sino a a? = oc, derivata 
determinata e tendente ad un limite. Geometrica- 
mente appare che la retta parallela all'asse x e 
distante da questo della quantità A, dovrà in- 
contrare la curva nel punto air oc, ed é da conside- 
rarsi come tangente alla curva stessa; il limite 
della posizione della tangente è dunque una pa- 
rallela airasse delle a?, e perciò il limite della de- 

1 
rioaéa è zero. Per es. la funzione x = A-\ — , per 

i 
e = 00 tende ad A, e la sua derivata ^ per a? = oc 

tende a zero. 

Resta a considerare il caso del limite per a? = oc 
Iella derivata, supposto che per a?:=oo, la funzione 
tenda anche all'infinito. 

Si abbia una curva che abbia un ramo estenden- 
tesi all'infinito, e la tangente tenda ad una posi- 
zione limite, quando il punto di contatto si allon- 
tani su tal ramo. 

Consideriamo la tangente alla curva in un punto 
P, di ascissa ar, del ramo all'infinito. Tale tan- 
gente incontrerà Tasse di x in un punto di ascis- 
sa Xo . 

Essendo la derivata la tangente \.v\^oxvoxcv<ìW\^'ìì. 
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p fi 

deirangolo PMp, essa sarà eguale al rapporto -xj^- 

f(x) 
cioè a - Facciamo ora tendere il punto P al- 

ar—a?©. 

rinfinito ; allora se la tangente tende ad una posi- 
zione limite, tale posizione segherà Tasse di a? in 
un punto a distanza finita di ascissa Xo. 

f(x) 
Nel rapporto -^^-^ — vi compariscono due infiniti 

X — Xo 

/(x) e a?, mentre Xo tende alla quantità finita Xo 
Per un teorema sugli infiniti (vedi Cap. I, § 10) si 
ha che il limite di tale rapporto é eguale al limite 

di ^-^ , perchè aggiungendo al denominatore, che è 

X 

un infinito^ una quantità Xo tendente ad una quan- 
tità finita, il limite del rapporto non si altera. 

Si ha cosi per risultato che nel caso indicato ù 
limite della funzione derivata si ottiene cale-olande 
il limite : 



lim 



f(x) 



X = QD «P 



Per es. se /(u) = \/x^ — 1, la sua derivata è (v. § 3 
il cui limite, per n = oo, é 1, ed anche 1 éil limite 

di 'C^^ = v/^iHI. 

X X 

Ripetiamo però che le considerazioni geome- 
triche qui fatte non sono in alcun modo da consi 
dorarsi come delle soddisfacenli d\moa\.va'L\Q.xv\d^^l 
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indicati teoremi, i quali del resto, a loro volta, 
non valgono che con opportune restrizioni , sulle 
quali noti crediamo conveniente dilungarci. 

§ 2. Teoremi di deriTazione per le funzioni espli- 
cite. BerivAaione per serie. — Le prime quistioni 
che si presentano nel calcolo delle derivate delle 
funzioni sono quelle relative air espressione della 
derivata di una funzione composta di altre funzioni 
fra loro riunite dai segni di operazioni analitiche, 
mediante le derivate di queste. 

Si suppone naturalmente che ognuna delle fun- 
zioni, mediante cui é composta la data, abbia de- 
rivata determinata. 

In primo luogo è evidente che la derivata di 
una eostante è zero ; sia inoltre /(a?) eguale al 
prodotto di una costante per una funzione di a?, 
cioè 

f{x) = e cp (a?). 

Avendosi 

f(x + k) -/(a?) CD (a? + A) - cp (X) 
h ~^ h . ' 

si deduce che in tal caso la derivata si calcola 
moltiplicando la eostante per la derivata della 
funzione. 

Si abbia la somma di più funzioni, in numero 
Anito 

/W = 9i(«) + ®o(a?)+... 
Diamo ad x Tincremento A e si ha : 
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donde 

f(:x + h) -/(a?) =<p, (x + h)- cpi(x) + 

+ c?2 (ar + h) — cp2 (a?) + . . . 

e dividendo per h e poi passando al limite per 
A = si ha infine 

Possiamo cioè conchiudere che il segno di deri- 
vazione è invertibile eoi segno di somma. 

Come caso particolare: Se due funzioni diffe- 
riscono per una costante^ le loro derivate sono 
eguali. 

L'invertibilità del segno di derivazione col segno 
di operazione non più sussiste per il prodotto e il 
quoziente. Sia 

/(ar) = cpi(a?)cpo(a?). 

Dando ad x Tincremento h si ha 

f{x + h) = cpi ( a? + /i)cp2 (x + h) 

e quindi 

/{x + h)—f{x) = cpi (a? + /092(a?+A) — ®i (a?)«p2(«) 

= cp2 (a? + à) [r^i (a? + h) — cp^ (a?)] + 
+ cpi (a?) [cp.^ (ar + A) — «2 (a?)]. 

Dividendo per h e passando al limite per A = 
si ha 

/ (X) = cp2 (a?) (p/ (a?) + cpi (a?) cpg' (a?) 

cioè la derivata del prodotto di due funzioni è 
eguale alla somma dei prodotti della derivata di 
eìasci/na funzione per V altra funzione. 
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i Applicando ripetutamente questa regola si può 

l ottenere la regola generale: per fare la derivata 
del prodotto di n funzioni, si fa la derivata di 
ciascuna funzione e si moltiplica per tutte le altre, 
e poi sommansi tutti gli n prodotti cosi formati. 
Si abbia ora 






/ 



donde 



/(^) 


»i(a?) 

92 (^y 


f(^ + h) = 


cpi (a? + II) 


_ 9i (a? + h) cpi (X) 



e quindi 

_ (p Ja? + h) cpg (x) — cpt (x) (()g(a? + h) ^ 

92 W 92 (a? + /O 
__ <pg (a?) [<p^ (a?+ A) — 9t (a?)] — cp^ (a?) [cpg (a? + A) — yg (a?)] . 

cp2 (a?) ©2 (a? + A) 

Dividendo per h e passando al limite per /i = 
resta 

r^ f^\ — 92 (a?) 9/ (^) — 91(^)92' (a?) 
•^ ^ ^"" [92 W]^ 

cioè la derivata del quoziente di due funzioni si 
fa sottraendo dal prodotto del denominatore per 
la derivata del numeratore, il prodotto del nume- 
ratore per la derivata del denominatore , e divi- 
dendo il tutto per il quadrato del denominatore. 

Supponiamo ora che y sia una funzione di un'al- 
tra funzione ^ di a?; sia ^ = cpi (z), z = cp., (x) ; sarà 
y una funzione di x,f(x)\ come s\ e^\>v\\cv^\k Xvx 

Pascal, Calcolo infinitesimale, I. ^ 
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sua derivata rispetto ad a?, mediante le derivate 
di / e 9 ? 

Quando x riceve l'aumento h, allora z riceverà 
un certo aumento che chiamiamo /e, mentre ^.ri- 
ceverà raumento l. 

Ora si ha identicamente: 

i-i h. 

h~~ k' h' 

facendo perciò convergere h a zero, anche k ed l 
convergono a zero, e i limiti dei rapporti 

l l k 
Ti' h' h 

sono rispettivamente le derivate di y rispetto ad 
a?, di y rispetto a ^, e di ^ rispetto ad x; quindi 
nel limite otteniamo 

cioè la derivata rispetto ad x di una funzione y 
che sia data esplicitamente come funzione di una 
variabile z, la quale sia poi a sua volta funzione 
di X, è eguale al prodotto della derivata di y ri- 
spetto a z, per la derivata di z, rispetto ad x. 

Consideriamo finalmente il caso delle funzioni 
inverse. Sia y funzione di x, cp (a?), e sia tale che 
si possa, come si dice, moer/«>e, cioè si possa con- 
siderare anche x funzione di y ; una tale funzione 
sappiamo che si chiama la funzione inversa della 
data. Come si esprime la derivata della funzione 
inversa mediante quella della funzione diretta? 

Si dia ad x V incremento h con che y acquisti 
incremento k; é chiaro ohe se s\ dà N\e,^N^^^^ ^^ 
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y rincremento A:, la x riceverà l'incremento h ; per 
modo che il limite del rapporto di ^ é la derivata 

della funzione inversa, come il limite del rapporto 

k 
inverso -r è la derivata della funzione diretta. 
ri 

Ma identicamente 

h_ 1^ 

k '^ k_ 
h 

dunque: la derivata di una funzione inversa ha 
per valore Vinversa aritmetica della derivata della 
funzione diretta. 

L'inversione analitica della funzione si riduce 
ad un'inversione puramente aritmetica della deri- 
vata. 

La derivata cosi ottenuta non viene espressa in 
funzione della variabile indipendente, ma della fun- 
zione. Per esprimerla in funzione della variabile 
indipendente occorrerebbe effettuare la inver- 
sione analitica della funzione; ma finché ci vo- 
gliamo limitare alla conoscenza del valore della 
derivata in un punto nel quale si conosca il va- 
lore" della variabile e della funzione, non occorre 
però affatto la previa effettiva inversione analitica 
della funzione stessa. 



Prima di terminare questo paragrafo dobbiamo 
esaminare un caso di una funzione composta di 
un numero infinito di altre funzioni. 
Nel teorema dato in questo paK^e^gt^lo "S>à^^ 
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derivata di una somma, noi abbiamo dovuto sup- 
porre che la somma risultasse di un numero finito 
di termini. Se si trattasse invece di un numero in- 
finito di termini, cioè di una serie, allora noi dob- 
biamo naturalmente fare delle considerazioni a 
parte. 
Si abbia la serie convergente 

f{x) — u^ (a?) + Mg W + • • • + Wn (a?)+ . . . 

= 2 M« (ar) = 2an (a?) + H« (a?) 
«=i 1 

i cui termini sieno tutti derivabili. 
Formiamo 

f(x + h)-fix) 

' h ~ 

_ ^ Un (a?+ /l) — Un (X) Rn (X -{- h) — Rn (X) 



Passando al limite per /i = si ha 

f{x) = lUn'{x) + Rn'(x), 

Quindi se data una quantità a si potrà sempre 
trovare un indice n tale che R'n (x) sia minore di 
(T, allora possiamo dire che la serie 

00 

^ Un ' (X) 
1 

è convergente e il suo valore è proprio f (x). 

Un teorema importante e semplice sulla deriva- 
;^ione per serie é il seguente che ci limiteremo 
solo ad enunciare, anche pevciUè ^fcv ov^i xvcstv ^- 
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biamo ancora il mezzo di compirne la dimostra- 
zione : 

Se esiste un intorno del punto che si considera^ 
in cui la serie delle derivate è equieonvergente, 
il valore di questa é proprio la derivata della 
serie data in quel punto. 

Possiamo subito far Tapplicazione di questo teo- 
rema alle serie di potenze di cui abbiamo gik trat- 
tato nel Gap. I, § 7. 

Si abbia la serie di potenze 

QO 


e sia X un punto interno del suo campo di con- 
vergenza, che, come si sa, risulta di un segmento 
(inclusi o no gli estremi) avente per punto medio 
il punto zero. 
Formiamo la serie delle derivate e si ha (v. § 3) 

00 

^n an a?»— 1. 

o 

Nel punto x questa serie (che é a sua volta 
un'altra serie di potenze) è anche convergente as- 
solutamente, come lo è la data. 

Ripigliamo infatti le stesse notazioni adoperate 
nel Gap. I, § 7 e indichiamo con a un punto tale 
che I a I > I a? I e in cui la serie data sia anche con- 

X 

vergente. Ponendo — = ^ < i, e indicando con M 

un numero maggiore del massimo dei termini 
\ an a** I , si vede facilmente che i termini della serie 



00 

an 3Cn-^\ 



In 
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sonò rispettivamente minori di quelli della s^rie 




M_ * 

\a\ 



1 n tn-i, 



che è convergente perchè t<,ì; dunque anche la 
serie precedente è convergente, e perciò è assolu- 
tamente convergente in a? quella delle derivate. 

Il punto X appartiene certamente perciò al campo 
di convergenza della serie di potenze rappresen- 
tata dalle serie delle derivate; anzi è facile rico- 
noscere che esso è un punto interno a tal campo ; 
esso potrà perciò sempre circondarsi con un in- 
tervallo in cui la medesima serie è equiconver- 
gente ; per il teorema di sopra si ha quindi che 
la derioata di una serie di potenze convergente in 
un campo determinato per un punto interno al 
inedesimo si fa formando la serie delle derivate 
dei singoli termini. 

§ 3. Calcolo delle derivate delle fanzioni esplicite 
più semplici. — In questo paragrafo calcoleremo 
le derivate di alcune funzioni che possiamo con- 
siderare come elementari, nel senso che mediante 
esse possono poi comporsi la maggior parte delle 
funzioni che si incontrano nei calcoli ordinarli. 
1. Derivata della potenza di una variabile. 

Se 

/(a?) = a?m 

si ha 
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donde 

/ (a? + h) —f(x) _ (a? + h)^ — a?»» 
h '^ h 

~ h 
= m x*n-i -\ h a?»» -^ + • • • 

Notiamo che in guest* ultima espressione gli 
altri termini contengono tutti per fattore h , e 
quindi facendo /i = 0, si ha 

/'(a?) = ma?»»» — 1, 

donde la regola : per fare la derivata di una .po- 
tenza rispetto alla sua base si moltiplica V espo- 
nente per quella potènza della base stessa, che ha 
per esponente quello di prima diminuito di un'u- 
nità. 

Questa regola vale qualunque sia m, positivo, 
o negativo, razionale o irrazionale; infatti la for- 
mola dello sviluppo di (a? + /i)»», di cui ci siamo 
serviti, vale per qualunque m, potendo sempre sce- 

gliere h cosi piccolo che — sia minore di 1 , nel 

a? 

qual caso è valido, come si sa dall'Algebra lo svi- 
luppo cosiddetto binomiale (v. anche Gap. Ili, §3). 
Se m è negativo eguale — n, allora 

f(x) = — = a?-»», 

X» 

e applicando la regola di sopra si ha : 



{ 
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Se m=:^la funzione è v/ar, e la sua derivata é: 



2v/«' 



1 



e se m = — la funziona é \/x e la sua derivata è 

n ^ 

ecruale a 



'O 



Mediante la forinola di sopra può calcolarsi in- 
fine la derivata di qualunque funzione razionale, 
composta di una frazione il cui numeratore e de- 
nominatore sieno dei polinomi interi in x. 

Basterà perciò applicare i teoremi sulle deri- 
vate delle somme e dei quozienti esposti nel § pre- 
cedente. 

2. Dericate delle funzioni circolari. Se 

/(a?)==sena? 

si ha 

f{x-\- II) ~f{x) sen {x + A) — sena? 

sen X cos h -f- cos x sen h — sen x 

~" h 

cos h — \ , sen h 

= sen X r h cos x — r — . 

fi n 

Per h = sappiamo che i limiti di 

POS h. — I Rp.n h. 
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sono rispettivamente 0, e 1 (v. Gap. I, § 10) dunque 
possiamo scrivere 

,. f(x^h) — f(x) 

lim ^'-^ — ■ — { — =^-i-^ = cos X 

cioè la derivata della funzione seno di un arco 

a?, è il coseno del medesimo arco. Gol medesimo 

procedimento possiamo trovare che la derivata 

della funzione coseno è eguale alla funzione seno 

del medesimo arco ma col segno negativo. 

sen X 

Se /(a?) = tg a? = , applicando la regola di de- 

cosa? 

rivazione del quoziente sviluppata nel § precedente 

si ha: 

^, , . cos* X + sen* x 1 

*^ cos* a? cos* a? 

cioè la derivata della funzione tangente è eguale 
all'inverso del quadrato del coseno del medesimo 
arco. 

Cosi analogamente la derivata della funzione 
cotangente è eguale all'inverso del quadrato del 
seno col segno negativo* 

Consideriamo ora le altre due funzioni circolari 
cioè la secante e la cosecante. 

Si sa dalla trigonometria che 

. 1 
seca? = 



cosa? ' 



onde la derivata di sec x sarà 

sen a? tff a? 

cos*a? cosa; ^ 
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cioè la derivata della secante si forma moltipli^ 
candola per la tangente del medesimo arco. 
Analogamente per la derivata di 

1 

coseca? = 

senx 

si ha 

cosa? 1 , . 

5— = ctg a? = — cosce a? ctff a? 

sen*a? sena? ° ° 

cioè la derivata della cosecante si forma moltipli- 
candola per la cotangente dello stesso arco, e po- 
nendo il segno negativo al prodotto. 

3. Derivate delle funzioni logaritmiche ed espo- 
nenziali. 

Si abbia /(a?) eguale al logaritmo neperiano 
di a?, cioè 

f(x) = \oge a?. 
Si ha: 

f(x + h)—f(x) _ ìoftg (a? + A) — logg a? 
h ~ h 



1 



,„„(£±i) ,„,.(, + |)^ 



h — h 

a? 



Ma per h = 

log.(l+|) 
lim ^ - = i (V. Gap. I, § 10) 

'wque la derivata di logeocé — cioè la deriva^ 

«e 
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della funzione logaritmica neperiana di una va- 
riabile^ è uguale all'inverna della variabile stessa. 

Si tratti ora del logaritmo di base qualunque a 
(non neperiano); sia cioè /(a?) = Ioga a?. 

Ricordando la formola (^) 

, log« a? 1 1 

Ioga X = J^^ = Ioga e ÌOge X 

si ha, derivando : 

— Ioga e 

cioè Za derivata rispetto ad x del logaritmo di 
base a di X è eguale al logaritmo di base a di e 

{base dei logaritmi neperiani {v. Gap. I, § 10)) di- 
viso per X. ' 

Si abbiano ora da derivare le esponenziali a^; 
ed e^ . 

Per /Ca?) = a« il rapporto incrementale è 

ax+h — a^ a* — 1 

— h — ='^-h- 

Ma per la formola (e) del Gap. I § 11, si ha che 

lim — T — =: logu a 



(*) Se poniamo a? ^x cioè y = logaX, prendendo i logaritmi 
dei due membri si lia 

Ì/logea = logeac 

donde 

Ioga ^ loge « = loge x. 

Per a; = e si ha 

logae.logea = \. 
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dunque la derivata di a* è 

a"^ log« a 

cioè la derivata rispetto alV esponente, delV espo- 
nenziale di base qualunque a è eguale allo stesso 
esponenziale moltiplicato per il logaritmo nepe- 
riano della base. 

Per a = e si iia che la derivata rispetto aW e- 
sponente dell* esponenziale neperiano è eguale allo 
stesso esponenziale. 

Le funzioni esponenziali essendo le inverse delle 
funzioni logaritmiche, delle quali abbiamo già cal- 
colato la derivata, potremmo anche giungere più fa- 
cilmente a questi medesimi risultati, applicando il 
teorema della derivata delle funzioni inverse (v. § 2). 

Cosi sapendo che la derivata di 

y = Ioga X 
e 

Ioga e . — , 

la derivata, rispetto a ^, di 

de=:ay 
sarà 



Ioga e ' 
cioè 

a^ logc a, 

che è lo stesso risultato di prima, salvo lo scair 
bio di X con y. 
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4. Derivate delle funzioni circolari inverse. 

Chiamiamo funzioni circolari inverse le funzioni 
inverse delle funzioni circolari sen a?, cos x, tg a?, etc. 

Vediamo prima di tutto se è possibile e come, 
considerare Tarco come funzione del suo seno. 

È chiaro che dato il seno di un arco, vi sono 
infiniti archi che hanno tutti quel medesimo seno, 
quindi dato il seno di un arco , questo non é de- 
terminato univocamente. Però se noi poniamo 
che l'arco debba essere compreso sempre fra i due 
valori 

2m + l 2m+3 

2 ''' 2 ""' 

dove m possa essere un qualunque numero intero 
positivo o negativo, allora é chiaro che vi sarà 
un unico arco che ha per seno la quantità data, 
perché, come si sa dalla trigonometria , fra tali 
due valori non esistono due archi aventi lo stesso 
seno. La funzione cosi formata la indichiamo col 
simbolo 

y = are sen a? 

che significa Varco, compreso fra i limiti detti, il 
cui seno è x. La variabile x é data da a? = sen y. 

Per trovare la derivata di una tale funzione ci 
serviamo del teorema delle funzioni inverse (§ 2). 

La derivata della funzione diretta sen y è cos y ; 

dunque la derivata di y rispetto ad a? è (espresso 

1 

in a) eguale ad . 

^' ^ cos y 

Se vogliamo esprimere tale derivata mediante 
ìa variabile x, non c'è che vìcaNave. *\\ n^^^^ ^v 
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cos y dalla relazione a?=seny. Si ricava 

v/i — a?* = cos^, 

e quindi la derivata di are sen x è 

1 

v/i — a?« 

A prima vista tale espressione iia una indeter- 
minazione nel segno. Ma si può subito riconoscere 
che, per le ipotesi fatte, resta fissato univocamente 
il segno da prendere per il radicale; infatti se 
l'arco y deve prendersi fra i limiti indicati il suo 
coseno sarà sempre positivo, se m é un numero 
dispari, e sempre negativo se m éun numera pari; 
onde secondo il valore che si fissa per m biso- 
gnerà prendere per il radicale un segno piuttosto 
che l'altro. 

Considerazioni analoghe possiamo fare per l'in- 
versa della funzione coseno. Se é a? = cos^, colle 
analoghe considerazioni di sopra , si può vedere 
che y può definirsi come funzione di a?, in un campo 
di variabilità di y che si estenda 

da m n sino a (m-|- 1) « 

dove m sia un numero intero positivo o negativo. 
Una tale funzione la indichiamo con 

, ^ = arc cos a? • 

e la sua derivata rispetto a a? sarà ' 

1 1 



seuy s/X — x^ 
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Anche qui la indeterminazione del segno del 
radicale si risolve osservando che per tale campo 
di variabilità di ^, la funzione sen y è sempre po- 
sitiva se m è pari, ed è sempre negativa se m é 
dispari. 

Si vede quindi che, a meno del segno, le deri- , 
caie delle due funzioni, 

are* sen a?, are cos a? 

sono eguali in calóre assoluto ; questo risultato si 
potea prevedere, «perché è facile vedere che per 
uno stesso a?, o la somma o la differenza di 
quelle due funzioni è una quantità costante del 

tipo (2r+l)"5> dove r é un numero intero. 

Per la funzione inversa di 

a? = tg^ 

possiamo fare le stesse considerazioni, e ricavare 
che tale funzione inversa che indicheremo con 

A/ = arc tga? 
è definita in un campo di variabilità che si estenda 

da ^ — ir smoa ^*— iz 

ovvero anche 

da mTT sino a (m4-l)7r. 

Da tali intervalli bisogna poi anfòora togliere i 
punti in cui la x diventa mftm\.a -, c,\q^ ^\ ^^V^^^^sv 
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del primo intervallo, o il punto medio del secondo 
L/ = /m4- -o")'^ » "^1 quale ultimo punto la a? di- 
venta infinita di segno indeterminato, secondoché 
la y si avvicina a i^\ valore da destra o da si- 
nistra. 

Colle analoghe considerazioni si trova infine che 

1 
la derivata di arco tangente di x è 



Cosi similmente la derivata di arco cotangente x 

, 1 

Possiamo fare V osservazione importante che 
mentre il logaritmo, e le funzioni circolari in- 
verse sono funzioni trascendenti, le loro derivate 
sono invece funzioni algebriche. 



I 



Facciamo ora alcune applicazioni delle forraole 
sviluppate in questo paragrafo e nel precedente. 
Dalla nota formola 

sen (a?4'a) = sen x cos a+cos x sen a, 

derivando rispetto ad a? si ha 

cos (x-\'a) = cos X cos a — sen x sen a 

che é un'altra nota formola di trigonometria. 

Consideriamo la serie esponenziale (v. Gap. I, 
§ 11). 

Ja quale è una serie di polewie i>j»Ca^» \,%1^ ws^- 
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vergente per qualunque x, quindi equiconvergente 
in un qualunque intervallo. 
La serie delle derivate è 

l + TT + ^TT "^ • •• 

cioè la stessa serie data, e quindi é equiconver- 
gente ; per un teorema del paragrafo precedente 
essa sarà allora esattamente la derivata della se- 
rie data. Ciò significa che la derivata di e^ è la 
stessa ea' , risultato che per altra via già cono- 
sciamo. 

§ 4. Fniusionì aTenti deri¥ata in un ìnterTallo ; 
teorema dì Rolle; teorema del Talore medio e suoi 
corollari. 

Immaginiamo una funzione y=f(x), sempre 
finita e che abbia derivata determinata e finita in 
un intervallo da Xo sino ad Xo 4- h. 

Noi vogliamo esaminare in questo paragrafo 
serte relazioni fondamentali che esistono fra i va- 
lori della funzione e i valori della derivata. 

Consideriamo i valori che la funzione ha neirin- 
tervallo , e di essi consideriamone il limite su- 
periore che , per effetto della continuità della 
funzione, sarà precisamente un massimo per la 
funzione, cioè vi sarà neirintervallo (compresi gli 
estremi) un punto in cui la funzione acquista tal 
valore. Avendo supposto che la funzione è sempre 
finita, questo massimo non potrà essere T infinito. 

Nelto stessa maniera consideriamo il minimo 
della funzione. 

Ora possono accadere questi casi : o questo miniavo 
e questo massimo sono situali Vviwo \w\vcv ^'^\x<è\\NRk 

Pascal, Calcolo infinitesimale^ 1. ^ 
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e Taltro nell'altro estremo dell' intervallo; ovvero, 
uno é situato in un estremo, e l'altro in un punto 
intermedio, ovvero finalmente ambedue in punti 
intermedi. 

È chiaro però che se nei due estremi la funzione 
ha il medesimo valore, allora, almenocliè la funzione 
non sia costante, uno dei due almeno, o il mi- 
nimo o il massimo, deve certamente essere situato 
in un punto intermedio deirintervallo. 

Ora possiamo subito far vedere che se un mi- 
nimo un massimo sta in un punto intermedio 
la derivata in quel punto è zero. 

Giacché se x^ è un tale punto, p. es. di massimo, 
e se consideriamo le due differenze 

f(x, - h) -f{x,) , f(x, + h) -f{x^) , 

è evidente che esse sono negative o zero, perché 
f{Xi) non é minore di alcun altro valore della fun- 
zione ; dunque dividendo la prima differenza per 
— A, e la seconda per -(-/i, si hanno due rapporti 
che, per tendere dìh a zero, si conservano costan- 
temente di segno contrario; ma i loro limiti de- 
vono essere eguali, perché debbono rappresentare 
la derivata, che supponiamo esistente, della fun- 
zione in «i, dunque tali limiti non possono che 
esser zero, perché se il limite del primo rapporto 
fosse p. es. una quantità positiva , esso non po- 
trebbe anche essere limite del secondo rapporto, 
il quale in qualunque stadio del valore di h è 
sempre di segno negativo. « 

Consideriamo ora il caso in cui la funzione ab- 
bia lo stesso valore nei due punti estremi dell' in- 
Idj'vdJIo. 
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Da una osservazione fatta di sopra, risulta che 
allora neir interno dell' intervallo esisterà certa- 
mente un punto in cui la funzione è massima o 
minima, e, quindi, per il teorema ora dimostrato, 
esisterà un punto in cui la derivata della funzione 
è zero. 

Dunque: Se una funzione é, in un intervallo, 
sempre finita, e derivabile, e la sua derivata è an- 
ch'essa sempre finita, e se la funzione ammette il 
medesimo valore negli estremi dell'intervallo, esi- 
sterà nell'interno di questo almeno un punto in 
cui è zero la derivata della funzione stessa. 

Questo teorema è conosciuto sotto il nome di 
teorema di Rolle, Nell'Algebra esso si dimostra 
per le semplici funzioni razionali intere, ed equi- 
vale al teorema, che fra due radici di un' equa- 
zione algebrica esiste sempre una radice della 
prima derivata. 

Un' altra forma di questo teorema da luogo a 
quello cosidetto del valore medio. Supposta una 
funzione f (x) sempre finita e derivabile in un in- 
tervallo, e la derivata sempre finita, il rapporto 
delle differenze della funzione e della variabile 
nei punti estremi dell'intervallo si può esprimere 
mediante la derivata in uri punto intermedio del- 
l'intervallo stesso. 

In effetti la funzione 

formata mediante la data e mediante la funzione 
lineare semplicissima x — Xo , gode e.vvd^\\Vfe\w5sv\Vsi. 
delle stesse prppvìM rj'^ì^^ Ol>l)^y"^ c\\5i%?c\\.c\ ^ ^^^^^'^ 



100 Cap. 11. § 4. Teorema di Rolle, 



lìniLa, derivabile e con derivata finita. Inoltre essa 
si annulla nei due punti estrerai deir intervallo 
cioè nei punti x=Xo , oc = wo -\- h. Per il teorema 
di Bolle si ha dunque che nell'interno deirinter- 
vallo esisterà un punto in cui la derivata di essa 
è zero. 

L'ascissa di tal punto sarà compresa fra le due 
ascisse cco^oco-^-h; rappresentando con 6 un nu- 
mero compreso fra e 1, questa ascissa sarà perciò 
della forma a^o +6 A. Intanto la derivata della fun- 
zione soprascritta è 

y / (a,) _ /(a?o -\-h)-f(xo) . 

dunque possiamo scrivere 

/' (a,„ + 9 /») - •^^^^^+^i=^£^^ = 



donde 



formola che dimostra il teorema del valor medio. 

Da questa formola, che ci servirà spesso in se- 
guito si possono ricavare alcune conseguenza. 

lmm.aginiamo che una J unzione in tutto un in- 
ter callo da a a h abbia la sua derivata sempre 
eguale a zero. Allora é chiaro che scegliendo due 
qualunque punti di tale intervallo , e applicando 
la formola superiore, il secondo membro è sem- 
pre zero, qualunque sieno i due punti Xo +/i, ooo 
scelti; quindi qualunque sieno tali punti si ha 
sempre 

/(a?o) = f(ao-VM 
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cioè : la funzione è costante in tutto V intervallo. 

Se quindi due funzioni f (ce), g (x) hanno deri- 
vate eguali in tutti i punii di un intervallo, poiché 
la loro differenza ha allora derivata zero, le due 
funzioni date differiranno per una costante, 

E cosi : se la derivata di una funzione è costante 
eguale a A, poiché la funzione lineare Ax ha 
anche per derivata A in qualunque punto x, si ha 
che la funzione data sarà eguale ad A x più una 
eostante. 

Dalla stessa formola si può ricavare quest'altro 
risultato: se in tutto un intervallo la derivata di 
una funzione non è mai negativa , non si po- 
tranno mai trovare due punti Xo , a?o + A (il se- 
condo più a destra del primo, cioè h essenzial- 
mente positivo) tali che f{Xo ) sia maggiore di 
f(xo + ^)- Altrimenti applicando la formola supe- 
riore, si troverebbe un punto in cui /'(a?) sarebbe 
ne2:aliva. 

Vogliamo ora notare quale significato geome- 
trico hanno i teoremi fondamentali di questo pa- 
ragrafo. 

Per una funzione che ammette una rappresen- 
tazione geometrica mediante una curva, il teorema 
di Rolle viene a dire che, fra due punti di una 
curva continua, in cui Vor dinata ha lo stesso va- 
lore, esiste certamente almeno un punto in cui la 
tangente è parallela all'asse di x. 

Il teorema del valore medio si può poi facil- 
mente interpretare come segue: su di un arco 
di una curva, continua esiste certamente almeno 
un punto nel quale la tangente alla curva è pa- 
rallela alla corda. Si vede così che c\w^^\.o V^c^- 
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1 



rema non è che come un caso più generale di 
(li quello di Rolle, il caso cioè in cui la corda 
dell'arco che si considera anziché essere parallela 
air asse delle x, è in posizione qualunque. 



Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
l'aro un'osservazione riguardo alla continuità della 
derivata di una funzione continua. 

Se la funzione f(x) ammette derivata in tutto 
rintervallo da a a 6, ciò non basta naturalmente 
per conchiudere che la derivata è una funzione 
continua. 

Per es. la funzione che per 07 = è zero, e per 

1 

X diversa da zero è data dalla formola a?*sen— ,ha 

per derivata in un punto x diverso da zero la 

espressione 

2cZ?sen cos — , 

X X 

mentre che nel punto a? = ha per derivala 

/i^sen-^ — 
lim 7 = lim A sen -7- = 

h=0 ^ h=0 ^ 

e il valore zero non é il limite della prima espres- 
sione per ./' = 0, perché quella per cc = non ha 
alcun limite determinato. 

Ora si potrebbe credere che la formola del va- 
lore medio, cioè 
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possa dimostrare che/' è continua al punto a?; 
perchè passando al limite per /i = il primo mem- 
bro diventa la derivata dif(cc) in w, e il secondo il 
limite della derivata. Questa deduzione sarebbe 
erronea, giacché bisogna osservare che nel se- 
condo membro c'è la espressione numerica ignota 6, 
sulla quale non sappiamo altro se non che è com- 
presa fra e 1 ; ora se facendo convergere h a 
zero con continuità, anche il 6 A convergesse con con- 
tinuità a zero, allora noi ne potremmo dedurre 
effettivamente la continuità della derivata; ma in 
generale il 6 /i col convergere di /i a zero , con- 
vergerà a zero saltuariamente^ potendo ritenere che 
6 non sia in generale una funzione continua di A ; e 
allora ciò che possiamo solo dedurre è che la de- 
rivata di f in X, è eguale al limite dei valori che 
la derivata ha in una eerta successione di punti 
che hanno per punto limite x. 

Ora ciò non basta per poter conchiudere che 
la derivata è una funzione continua in ce; perchè 
se ciò fosse, il suo valore in x dovrebbe essere 
non solo il limite dei suoi valori in una certa 
speciale successione di punti, ma in qualunque 
successione di punti. 

Se invece ammettiamo che esista il limite della 
derivata, cioè esista, e sia sempre lo stesso, qua- 
lunque sia la successione di punti coi quali ci av- 
viciniamo ad a?, allora dallo stesso ragionamento 
di sopra si deduce che il valore di tal limite è 
quello della derivata in a?, cioè la derivata ha la 
proprietà che se dei suoi valori esiste il limite 
per x=a, in a essa è una funzione continua. 

Questa costituisce una imporVawVe ^YO\»^\^Vk^O\"^ 
funzione derivata. 
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§ 5. Dijfereiusiali. Notazione fondamentale per la 
derìTata. Domate e differenziali di ordine superiore. 

— Da ora in poi per indicare un incremento dato 
ad una variabile adopereremo la lettera a messa 
davanti alla variabile; quindi A a? rappresenterà 
un incremento finito e determinato assegnato alla 
variabile x, cioè la differenza fra due valori di ce. 
Indicheremo con A /(a?) la differenza dei due 
valori corrispondenti di /(oa); per modo che il 
rapporto incrementale o delle differenze^ di cui si 
parla nel § 1, resta espresso in simboli colla for- 
inola 

A jy A f{x) 

— ^ ovvero , . 
Aa?. A a? 

Il limite di questo rapporto per Aa; = è la de- 
rivata della funzione; se vogliamo esprimere tale 
derivata come quoziente di due quantità, che indi- 
cheremo rispettivamente con dy e dx. una ditali 
quantità, p. es. dx resta a nostro arbitrio; intende- 
remo che dx rappresenti proprio l'incremento dato 
alla variabile indipendente, cioè che sia lo stesso 
Aa^ e lo chiamiamo il differenziale della varia- 
bile indipendente; il dy resta allora determinato 
e definito dalla formola 

ovvero 

cioè come il prodotto della derivata della fun- 
zione per il differenziale della variabile indiper 
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Tale dy lo chiameremo il differenziale della 

funzione, osservando però che esso, a differenza 

del differenziale della variabile indipendente, non 

rappresenta in generale propriamente l'incremento 

della funzione. 

La derivata resta cosi espressa come il quoziente 
del differenziale della funzione per il differenziale 

ri 

della variabile indipendente, -r^ , e la notazione 

(X ce 

—^ *per la derivata di tj rispetto ad x^ è una no- 
a ce 

tazione fondamentale che sarà da noi continua- 
mente adoperata da ora in poi. 

Se però il differenziate della funzione non rap- 
presenta proprio l'incremento della funzione quando 
ad X si dà l'incremento dx, come lo rappresen- 
tava il simbolo à y, esso d'altra parte ha un'assai 
intima relazione con tale incremento. 

Dimostreremo infatti che : il differenziale d y della 
funzione differisce dall'incremento Ayc/ie questa ri- 
ceve, quando alla variabile indipendente si dà un 
incremento eguale a dx, per infinitesimi di ordine 
superiore. 

In effetti essendo 



35=0 ^ ^ 

si può scrivere 






^•^(•'■■> =-/'(.,.)+ 



A X 



0) 



essendo w una quantità tìhe tende a zero per A ,r — 0, 
ed essendo poi ix = dx^ si ha: 

A/(x) = d X f (x) \ ^ {\. X. 
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Per la natura di w, il prodotto todoo é un infini- 
tesimo di ordine superiore rispetto a dee; ed es- 
sendo poi per definizione 

d xf ice) = d (/ 

si ha infine 

dove E è un infinitesimo di ordine superiore ri- 
spetto a dee. Possiamo dunque dire che il diffe- 
renziale dy della funzione non rappresenta pro- 
prio Vineremenio che riceve la funzione per l'in- 
cremento dx della variabile, ma però differisce 
da tale incremento di un -infinitesimo di ordine 
superiore, 

È utile osservare che se la funzione data è li- 
neare allora l'incremento della funzione coincide 
col differenziale. 



Se la prima derivata /'(a?) è una funzione con- 
tinua di a?, essa potrà essere anche derivabile in 
un punto, o anche in un intervallo, e allora si ha 
la seconda derivata della funzione che si indica 
con f" {ce), e cosi continuando si può ottenere la 
nnia derivata che si indica con /(»») {x). 

Abbiamo detto a suo luogo che condizioni ne- 
cessarie perché esista la derivata finita di una 
funzione in un punto sono che la funzione sia 
continua nel punto, e sia finita in un intorno del 
punto. 

Perché dunque esista la derivata seconda finita 
' ^ un punto è necessario cVv^ \a à^V\n^\.^ \rtv«sa. 



I 
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sia continua in quel punto, ed esista e sia finita 
in un intorno di quel punto. 

Ma perchè la derivata prima esista e sia finita 
in un intorno, è necessario a sua volta ciie la fun- 
zione sia continua in tutto un tale intorno, dunque : 
per resistenza della derivata seconda finita in un 
punto è necessario che la funzione e la derivata 
prima sieno finite in un intorno del punto ; e inol- 
tre che la funzione sia continua nello stesso in- 
torno, e che la derivata prima sia continua nel 
punto. 

Cosi ragionando si trova analogamente che le 
condizioni necessarie perchè esista in un punto 
e sia finita la derivata n^^^ sono : che la funzione 
e le sue derivate sino a quella di ordine n — I 
sieno finite in un intorno del punto ; che la fun- 
zione e le sue derivate sino a quella di ordine 
n— 2 sieno continue in un intorno del punto^ e 
finalmente che la derivata di ordine n — / sia con- 
tinua nel punto. 



In relazione al concetto di derivata ai»'»«, dob- 
biamo introdurre quello di differenziale n^^^o. 

Vediamo prima di tutto che cosa vogliamo in- 
tendere per differenziale di ordine superiore della 
variabile indipendente. 

Per differenziale di 1^ ordine della variabile in- 
dipendente, noi intendiamo, come abbiamo dello, 
un incremento dato alla variabile indipendente. 
Per ogni valore di x noi possiamo intendere di 
fissare arbitrariamente il differenziale dx, il quale 
y'ìene cosi ad essere determinato come wwoi lv\w- 
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e quindi indicandolo con d^ ij si iia 

d {d !i) = d^ y J\^r t^O d X +/' {X) '^^ 

=/" (./_•) dx^+ f {w) d^ X, 



dx 



Sce<^lianio costante il difìerenziale primo della 
variabile indipendente; allora, come abbiamo dello 
avanti, il d'^ij=^^, e resta la formola semplice 

d^y=^f"{.x)àx^ 



zione di a?, arbitrariamente stabilita. Di tale fun- 
zione noi possiamo calcolare il differenziale, che 
sarà eguale alla derivata dì d x rispetto ad x, 
moltiplicata per da?, e sarà indicato con 

d (d x) = d^ x = -A dx ; 

dx 

si avrà cosi il differenziale secondo di x. 

Ora se si immagina che per ogni punto a: il dif- 
ferenziale sia sempre costante, il che si può fare 
perché é a nostro arbitrio la scelta dì dx per 
ogni X dato, evidentemente, essendo allora zero la 
derivata dì dx rispetto a x, sarà zero il differen- 
ziale secondo. 

Le definizioni del diff'erenziale terzo, quarto, ecc. 
sono le analoghe di quelle date pel differenziale I 
secondo ; il differenziale terzo sarà il differenziale 
del differenziale secondo, e cosi di seguito. 

Ciò posto passiamo ai differenziali di ordine 
superiore della funzione. Intenderemo per dif- 
ferenziale di 2^ ordine della funzione il diff'eren- 
ziale del differenziale primo che è 

dy=f'{x)dx, 



Cap. 11. § 5. Dericate di ordine superiore. 100 
donde 



r {00) 



d x^ ' 



Si vede dunque che : la derivata seconda della 
funzione è eguale al quoziente del differenziale 
secondo della funzione per il quadrato del diffe- 
renziale primo della variabile indipendente, se è 
costante per tutti i punti x tale ultimo differen- 
ziale primo. 

Nella stessa nìaniera si vede che, se è costante 
il differenziale primo della variabile indipendente, 
il differenziale n^o della funzione., è eguale al 
prodotto della derivata n»»» , per la potenza n^a 
del differenziale primo della variabile indipendente. 
In seguito di che la derivata n»»»« della funzione 
potrà indicarsi con 

dny 
dxn ' 

notazione che da ora in poi costantemente adope- 
reremo. 



Dimostriamo ora due teoremi sulle derivate di 
ordine superiore di una funzione composta di altre 
funzioni. 

Sia in primo luogo /(.7;) data come somma di 
più funzioni in numero finito 

f(x) = cpi (oc) + cp2 (.^) + .... + cpm (X). 

Sappiamo che la derivata prima di/ (/r) è eguale 
alla somma delle derivate prime di '^^v^ ^vx— '^.^* 
É evidente allora che, ri applicando \a cW\niì7I\wv'^, 
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si ha che la derivata seconda di /, è eguale alla 
somma delle derivate seconde delle «, e cosi in 
generale: la derivata rv^ di fé eguale alla somma 
delle derivate n***« delle cp. 
Sia in secondo luogo 

Noi sappiamo come si forma la derivata prima 
del prodotto di due funzioni; domandiamo ora: c'è 
una formola per la derivata n»»»«« del prodotto di 
due funzioni? 

Applicando consecutivamente quella che già co- 
nosciamo sulla derivata prima, si ha: 

/' (^0 = 9i (^) 92 (^) + ?i (^) ^i (oc) 

f" i^) = ?i" (^) ?2 (^0 + 2 cp/ (X) 9/ (x) + (Pi (00) (pò" (co) 

f" ice) = e?/" {X) cp, {X) + 3 9," {X) cp/ {X) + 

+ 3 <p/ (07) cp/' (^) + (Pi (a?) cp/" (JC) 

Da queste formoie si intravede già quale sarà 
la legge di formazione della formola generale; noi 
dimostreremo che in generale 

fin) (,^.) =^^{n) (co) cp, (X) + (n), cp^ («"D (x) (p/ (x) + . . , . 

dove i coefficienti numerici (n)^ (n)^ . . . non sono 
altro che i coefficienti binòmiali del numero n; 
questa è la cosiddetta formola di Leibnitz. 

Per dimostrare ciò facciamo vedere che se que- 
sta lormola vale per l'ordine n — 1, varrà per l'or- 
dine n, se cioè si ha * 

f(n^^) (X) ~ cp/«-i)(^;) cp., (x) + {n — 1)i cp/'»-2) (X) <p/ (^) -f . . 



£> 
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si avrà anche la formola analoga a questa mu- 
tando n — \ in n; essendo poi essa valida per 
/i = 1, 2, . . . sarà vera sempre. 
Derivando infatti primo e secondo membro si ha: 

/(«) {X) = (pi («) (X) cp2 (00) + 

+ [1 + (;i - 1) J cp, (n-l) (X) cp/ (X) + 

+ [(n - 1)4 + {n- Dg] cpi (n-2)(a?) «/' (a?) + . . . . 
= 2 [(n — l)/fc-i + (n -- 1) ifc ] cpi(«-*) (x) cp2'« (a;). 

Ora dalla teoria dei coefficenti binomiali si sa 
la relazione, che del resto si verifica facilmente : 

(n — \)k-i + {n — ì)k = {n)k , 

dunque 

Jfc=n 

/(«) (x) = 2 {n)ìc (pi(«-*) (a?) cp2(*) (a?) , 

che è appunto una formola dello stesso tipo di 
quella che abbiamo supposta per Tordine n — \. 



Formiamo le derivate di ordine superiore di 
alcune delle ordinarie funzioni. 

Per 

/(a?) :== ar'« 
è chiaro che 

firi) (a?) = m . (m — 1) . . . (m — n + 1) a?»w-«. 

Se m é intero positivo, la derivata rrv^O' è eguale 
a m / e le altre derivate di ordine maggiore di m 
sono zero. 

Per 

f{x) = sen X 
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si lui, pei l'isuitaLi già noli, 

/' {x) = co? w 
f" (x) = — sen ,v 

J"" (x) --=: sen a? 

cioè alla quarta derivazione si riproduce la fun- 
zione dalla quale siamo partiti. Lo stesso si ve- 
rifica per la funzione coseno, come è facile rico- 
noscere. 

Possiamo porre la derivata di ordine n della 1 
funzione seno, sotto una. forma che valga qualun- 
que sia il numero n. Perciò osserviamo che 

f'{x)-~ cosa? = sen(a? + ^j 
/" {x) = — sen X = sen / a? -[- '^ • -3- ) 

f'''{x)=z — cos a? ■=: sen /a? 4-3-^); 

in frenerà le si avrà dunque 

r/w sen a? 
dxf^ 

e analogamente 

(h cosa? 



sen 



(*+"t) 



(i a?" 



= cos(a? + ^-^y 



§ ìk Derivate parziali e differenziali delle funzioni 
dì più variabili indipendenti. Il teorema del diffe- 
renziale totale, — Si abbia una funzione ij con- 
tinua di più variabili a?^ a?2 xn. Poniamo per 

X., x.^ . . .Xn dei valori determinati a^ ^3 . . . «n ; la 
fj resta funzione solo della variabile x^, e possiamo 
trnviìre la derivata di y v\ape\A.o ad xv "c^^V ^\«>Xsi 
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x^z=ia^. Tale derivata, se esiste, la chiameremo la 
derioaia parziale di y rispetto alla variabile Xi e 
la indicheremo col simbolo : 

che si differenzia dal simbolo -r^ relativo alla 

derivata di una funzione di una variabile sola, per 
la diversa forma delle d q d. Questa notazione fu 
introdotta da Jacobi. 

Si può anche adoperare la notazione /'aj^/'xa, ecc 
Si noti che per il calcolo delle derivate parziali 
in un punto bisogna seguire la via indicata , cioè 
porre prima, per tutte le altre variabili i valori 
delle coordinate corrispondenti del punto ^ e poi 
eseguire la derivazione rispetto all'unica variabile 
rimasta. Facendo diversamente si potrebbe trovare 
un valore diverso e quindi erroneo. Il più delle 
volte però basterà eseguire la derivazione rispetto 
ad una variabile considerando semplicemente le 
altre come costanti senza curarsi di sostituire per 
queste ultime i valori delle coordinate del punto 
in cui si vuole la derivata ; nella formola gene- 
rale cosi avuta sostituendo poi i valori di tutte le 
coordinate del punto si ha il valore richiesto della 
derivata. Questo metodo però, lo abbiamo già detto, 
potrebbe dar luogo ad un risultato non esatto. 
Per mostrare ciò consideriamo la funzione 

Le derivate parziali di questa funzione in un 
punto di coordinate qualunque aev=av^«> — cxi^^- 

Pascal, Calcolo in/in itesi male, 1. ^ I 
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verse da zero) sono 

cioè 

e queste formole, come si vede , si potrebbero ri- 
cavare procedendo con ambo i metodi indicati di 
sopra. 

Ma se invece vogliamo la derivata parziale ri- 
spetto ad Xi nel punto (a?i = 0,a?2=0), e tale deri- 
vata la ricaviamo dalla formola 

sostituendo per le variabili i valori 0, 0, abbiamo 

il valore indeterminato-^; se però procediamo col 

metodo indicato nella definizione , cioè poniamo 
prima, nella funzione, a?2 = ^) ^ poi nella funzione 
di a?4 cosi ottenuta cioè in y = x^ eseguiamo la de- 
rivata rispetto ad a?^, si ha il valore 1, che è 
da considerarsi come il vero valore della derivata 
parziale. 



Dobbiamo ora introdurre, anche per le funzioni 
di più variabili, il concetto di differenziale. 

Il prodotto della derivata parziale per il 'diffe- 
renziale della variabile ar, cui essa si riferisce , si 
cliiamerà il dijfferenziale parziale della funzione 
rispetto a quella oariabìle. DaW^ e,o^^ ^^Wfò ^>aJ\<^ 
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unzioni di una sola variabile, si deduce che tal 
ifferenziale parziale della funzione, differirà per 
nfìnitesimi di ordine superiore dairincremenlo 
he riceve la funzione quando x^ riceve Tincre- 
nento dx^. 

In generale chiameremo differenziale parziale 
ispetto alle r variabili a?^ a?2 • • • • a?r la somma di 
utii i differenziali parziali rispetto a ciascuna va- 
iabile e differenziale totale della funzione la somma 
li tutti i diff'erenziali parziali rispetto a tutte le va- 
iabili. 

Ciò posto, possiamo dimostrare che, quando le 
lerivate parziali sono delle funzioni continue di 
utte le variabili, il differenziale totale della f un- 
'ione gode della proprietà fondamentale, di rap- 
ìresentare^ a meno di infinitesimi di ordine supe- 
riore^ Vineremento che riceve la funzione quando 
die variabili si danno gli incrementi rappresen- 
ati dai proprii differenziali. 

Per semplicità consideriamo il caso di due sole 
variabili x^ a?2 indipendenti, e consideriamo T in- 
cremento 

Iella funzione quando alle variabili si danno gli 
ncrementi daf^, dx^^ ' 
Tale differenza può scriversi 

f{Xy + d a?jL , x^ + dx^) — /(a?i , a?^ + d a?.>)] 
+ [/(a?i , a?2 + e/ a?2) — /(a?i a?.)]. 

Per il teorema del valore medio per le funzioni 
li una sola variabile, la quantità racchiusa nella 
rima parentesi, che è la differenza ^va \ NaVs' 
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della funzione quando si fa variare solo il primo 
argomento, può scriversi : 

d a?i/'a;i (a?jL + 6 d a?i , Xg -\-dx^\ 

e analogamente la quantità racchiusa nella seconda 
parentesi può scriversi 

Supponendo ora che le due derivate parziali 
sieno delle funzioni continue di x^, x^y noi pos- 
siamo scrivere 

S'^i (^1 + e/ ar 1, a?2 + d x^ =f'x, {x^ x^) + a 
f'x., (a?i , a?2 + 6' rf a?2) =/'rt, (a?i a?^) + p 

(love a, p sono delle quantità che tendono a zero in- 
sieme con da?i rfa?2, per modo che arfa:^, prf*2 sono 
infinitesimi di ordine superiore rispetto a da?i,rfa?2. 
Sostituendo, si ha 

A/= [d xj'x, (^1 a?2) + (^ xj'x., (a?i a?2)] + 

4" a ci a?i -|- M ^2« 

la quale formola dimostra l'assunto. 

Questa formola costituisce il teorema cosiddetto 
del differenziale totale. 

Osserviamo che la condizione da noi posta per 
la sussistenza di questa formola cioè la condizione 
(Iella continuità delle derivate parziali, rappresenta 
una condizione sufficiente ma non una condizione 
necessaria^ potendo aversi delle funzioni per le 
quali questa formola sussista senza che le deri- 
vate parziali sieno delle funzioni continue. Per una 
raccolta di esempi su ciò si può con profitto ve- 
dere il n.o 75 e seguenti del mio libro, altre volte 
citato, Note critiche di Calcolo infinitesimale, Mi- 
Jann 1S95. 
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§ 7. Berivate e differenziali di ordine superiore per 
le funzioni di più variabili indipendenti. Teorema 
d'inversione delle derivazioni. — Se una funzione 
di più variabili aoimette le derivate parziali di 
primo ordine in tutti i punti di un campo, queste 
formeranno a loro volta n nuove funzioni delle 
stesse n variabili. 

Potranno dunque derivarsi a loro volta, e si hanno 
cosi le derivate parziali di secondo ordine della 
funzione data. 

Consideriamo per es. la derivata parziale 

Questa la possiamo derivare parzialmente rispetto 
a ciascuna delle variabili e abbiamo n derivate 
parziali di secondo ordine che indicheremo rispet- 
tivamente coi simboli : 



cx\dxj dXi* ' dx\dxj ^a?2^a?i' 

o anche j x^^x^ •> J a:2^i ^ • • • • 
Gol simbolo 



ovvero /"x.a;,, 



V X9 e X j^ 



intenderemo che si debba prima fare la deri- 
vazione rispetto a ^i e poi quella rispetto a a?2. 

? li 
Se invece deriviamo la -^ rispetto a x^ abbiamo 

0X2 

d^ ti 

la derivata /"a;i «2 ^"^ — f — ; ora viene subito Tidea: 

e Xj^ Xn 

c'è un legame fra queste due àenvaV^^X^ q;n\"^\ 
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difleriscono solo per l'ordine con cui si effettuano 
le due derivazioni ? 

Noi dimostreremo che supposto che una di que- 
ste due derivate seconde esista finita- in tutto un 

intorno del punto x^ x^y e sia continua nel punto 
medesimo rispetto ad ambo le variabili, esisterà 
per quel punto anche V altra derivata seconda, e 
sarà eguale alla precedente ; in altri termini nella 
indicata ipotesi è arbitrario V ordine delle due de- 

(i IJ c^ li 

ritrazioni, _ : — = -r — ^ — . Questo teorema fon- 

da mentale si chiama il teorema della inversione 
delle derivazioni. 

La espressione ^ e 

lim /(a^i-f Aar, , x^) —f(x^ x^) 



Axr-:o ^ a? 



i 



e quindi 



r X.y ( a?, 
1 i ni lim ./'(«^i ' ^x^.Xo ^\X2)- f{x^ ,x.2 ^ Aar^) J{x^ i\ x^,x^)'J{x^^ 

Aa?2 

lim \unf^'^\+^^i^^i +^^2)zt\x\^^-+^X'{)-A3e^+^x^,Xi)^^^^ 
^.»\,«o Axj-o Aa^i A// 2 

"~ IX^ ^oA 

indicando, por brevità, con W(a:i a?2) il numeratore 
di quel rapporto, e intendendo che bisogna prima 
passare ai limite per Aacj^ = ^ to^'^^'c ÈiaK^^=.<^. 
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C^ Il 

Se invece calcoliamo - — ~ — si trova un'espres- 

sione eguale, ma dove però bisogna passare al 
limile prima per Aa?2 = e poi per Aa:i = 0. In 
quali casi neirespressione di sopra sarà indiffe- 
rente Tordine dei due limiti ? 
Poniamo per un momento 

donde otteniamo 

W(a?i «2) =/(^i + ^ «1 . «2 + ^ «^2) — /(^i + ^ «1 ^2) — 

— /(^i «2 + ^ 3-2) +/(^i ^2) 
= F(a?i , a?2 + ^«2)— ^(«ia?2)- 

Ora supposto che la /\ ^a esista finita in tutto 
un intorno del punto x^x^^ la derivata prima /'a?2 
deve esistere ed essere una funzione finita e con- 
tinua di a?i in tutto il medesimo intorno, e quindi 
anche /deve essere in esso una funzione continua 
e derivabile di a?2, e con derivata finita; essendo 
poi V formata in un modo semplice mediante /, le 
medesime proprietà spetteranno ad essa, e pos- 
siamo perciò applicare ripetutamente la formola 
del valor medio. 

Possiamo cioè scrivere: 

V{a\, ^2 + ^^^2) — ^{^\ ^2) = ^^ì ^'xi {^\, ''^2 + ^' ^^2) 
= -^.'^•2 [/'a-2 (.'Ti + A.r i , ojo + ^i' ^o.\) -fx, (.r 1 .^^2 + e'A.r.,) J 

Se ora supponiamo ancora che f"x^ x.2 sia una 
funzione continua di ambo le variabili (l\ o:.>, si 
avrà 
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essendo w un infinitesimo per Aa?i=Aa'2 = e 
quindi 

Intanto abbiamo già di sopra osservato che se 
nell'espressione 

IX ^ 1x2 

passiamo prima al limite per Aa?i = e poi per 
Aa?2 = otteniamo la derivata f^x^x^ix^x^), e se 
invece passiamo jorema al limite per Aa?2 = Oe/)oi 
per A ^'1 = otteniamo f'x^x^ix^x^)^ mentre il se- 
condo membro della formola superiore sia nel- 
Tuno che nell'altro caso riceve sempre il valore 
e f'x^xj^^iX^^ perché stante la supposta continuità 
di /" rispetto ad ambedue le variabili, <•> va a zero 
in qualunque modo si passi al limite. Passando 
dunque al limite prima per Aa7i = e poi per 
Aa'2 = si ha 

/"«axj {Xy X^) =/"a!jXa {x^ X^) 

come si volea dimostrare. 

Al solito osserviamo che le condizioni poste nel- 
l'enunciato teorema sono sufficienti, ma non ne" 
cessarle. 

Alcuni esempii molto istruttivi su questo impor- 
tante teorema si possono trovare nelle citate Note 
critiche di Calcolo infinitesimale (n.o 79 e seg.) 

Vogliamo dare un esempio di funzione per la 
quale non sussiste il teorema della inversione 
dalle derivazioni. 

Si consideri la funzione 



J {Xi X2) — ^\^% — 



^1 \ ^'i- 



^* 
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la quale è determinata e continua in ogni punto 
(x^x^-, il suo valore riesce indeterminato solo nel 
punto a?£=a?2 = 0; ma noi assegniamo in tal punto 
alla funzione il valore zero. È facile vedere che 
allora essa riesce anche eoniinua nel punto (0, 0). 
Infatti segniamo un quadrato avente per punto 
medio il puoto 0, coi lati paralleli agli assi e di 
lunghezza eguale a 2 fi, e consideriamo un qua- 
lunque punto interno a tale quadrato; per esso o 
la x^ sarà minore di x^ o sarà maggiore; ma am- 
bedue saranno sempre minori in valore assoluto di 

rtr» 2 

a. Se a?i<a72, il rapporto—^ sarà compreso fra 

x^ 

e 1, e quindi scrivendo la funzione data sotto la 

forma equivalente 



X ^ 



Xa 



i-.-l 



/ (O/'i a'2) — X^ X2 2 

rs + l 






si riconosce che per tal punto la /(^^ ^'2^ ^ sempre 
in valore assoluto minore di 2o2, perchè il mas- 



X ^ 
Simo valore che può acquistare -^— 1 è 2, e il 

X2 

minimo che può acquistare —^ + 1 é 1. Se in- 

X2 

vece ^2 <^ ^1» scrivendo la funzione sotto l'altra 
forma equivalente 



2 

1 — ' ' 



Xp 



Jv^i ^'2/ — «^'i '^'2 



X 



. 2 



i 



1+ 



X 



. 2* 



2 



Xi^ 



si giungerà ad un analogo risullalo. 
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Potendosi dunque trovare un intorno del punto 
(0, 0), per ogni punto del quale la funzione é sem- 
pre in valore assoluto minore di 2 o* che possiamo 
rendere piccolo a piacere, si deduce che il limile 
della funzione pera7i=0, 072 = è zero, e perciò 
la funzione é continua. 

Le derivate parziali di tale funzione sono 

.'>> 2 ^^ /yi 2 /y» 2 -y» 2 



in un punto {x^ x<^ qualunque; mentre che nel 
punto (0, 0) esse sono eguali a zero, come risulta 
direttamente applicando la definizione. Tali deri- 
vate sono perciò, come é facile riconoscere, an- 
ch'esse continue nel punto origine e in qualunque 
altro punto. 

Passiamo ora alle derivate seconde. Formiamo 
f'x^x^ ponendo prima a?i = in /'a^j poi derivando 
rispetto a x^y e poi ponendo 072 = 0. Si \\Q. f"x^x^^=^ 
= — 1 ; e analogamente, calcolando invece /% x, si 
trova /"a^ja-a^ + l; onde le due derivate seconde 
sono fra loro disuguali. 

La derivata seconda /"x^ a^i, per un qualunque 
punto (^'i X2), diverso dal punto (0,0), é 

/>> 2 /y» 2 / 'V' 2 /y» 2 

/ '' _ ^* ^2 _I_ S o^ 2 .>. 2 ^^i *^2 

./ ^«^'2-^,^2^^.,2-t-«''^l '^2 (^^2^^^^2^3 

e questa funzione non è continua nel punto (0,0). 
Se al punto (0,0) ci si avvicina nella direzione del- 
l'asse di x^, il limite della funzione è + i^ mentre 
é — 'J se ci si avvicina neWa dVtfexVoTv^ ^^W ^'aa.^ 
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Nello slesso modo come abbiamo formale le de- 
rivate parziali seconde, possiamo formare le deri- 
vate parziali terze, quarte, ecc. 

Per queste si adopererà sempre la solila nola- 
zione 

j^ a3^_ 

. etc. 



d x^ d X2 ' d x,^ d Xz^ 

dove il denominatore indica rispelto a quali va- 
riabili si é fatta la derivazione e quante volle si 
é derivalo rispetto a ciascuna di esse. 

Il teorema della inversione delle derivazioni si 
può naluralmente generalizzare per le derivate di 
ordine /c»»»o; possiamo cioè sempre dire che, se sono 
soddisfatte delle condizioni di continuità per la 
funzione e per le derivate, il valore di una deri- 
vata parziale di ordine A*»»® rispetto a k variabili 
eguali o diverse , è indipendente dal modo col 
quale si fanno procedere le derivazioni ; è per es. : 

cKf dKf_ 

d A'i* e X2^ ? «-aV • • • ^ ^^'-.{i ^ x^^—^ d .Ti* ?■ Xc, . . .' 



Passiamo ora ai differenziali di ordine superiore 
delle funzioni di più variabili indipendenti. 

Dobbiamo qui ripetere considerazioni assai si- 
mili a quelle svolte per le funzioni di una sola va- 
riabile. 

Noi possiamo intendere che per ogni punto 
iPj,a72>«?3 , . . . , o'm si sieno assegnati in modo arbitrario 
i differenziali du\, dx^, . . . , dxn , ^ aWox^a '\\ ^\^vi- 
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renziale totale di primo ordine 

dij= -^ d :i\ + ~- d a?2 + . . . + ^— e Xm 

ha un valore determinato per ogni punto del campo; 
esso può dunque considerarsi a sua volta come fun- 
zione di x^x.2 . . .a?n e se ne può, colla solita regola, 
trovare il differenziale totale. Supposto che la fun- 
zione / sia di quelle per le quali valga, senza ec- 
cezione, il teorema della inversione delle deriva- 
zioni, si ha: 

_a/ c(dx^) %J_ ?{dx^ + . . .1 dx 
e x^ e x^ e x^ Xg j 

CXl C^ Xa ' C Xa C Xo I 
+ 

d^ f d^ f 

vx^^ ox^ 

d^ f d^ f 

A- 2 7^ — T — d 07, d a'9 + 2 7 — d ^j rf a7o + • • • 

' e x^(^ X2 d x\d x^ "^ ' 

+ -^ dx^4- -7 — - dxo + . ».\ -^ + 

+ A — - d a^i + — dx.;> + ...\^^ + 

+ .' 

dove le quantità contenute nelle parentesi delle ul- 
time righe sono rispettivamente i differenziali totali 
delle quantità dx^ dx^ . .*dxn,e potrebbero perciò 
indicarsi con 

c/2^-^,a~a\>, ... ,d>xn. 
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Se scegliamo i differenziali dXidoco. .,dxn fun- 
zioni costanti, cioè per ogni punto del campo diamo 
ad essi sempre lo stesso valore, il che lo possiamo 
fare perchè le variabili sono indipendenti, l'espres- 
sione del differenziale di 2° ordine di y resta sem- 
plificata perchè d^x^^O^d^x^^^ - *.d^xn=^^\ e 
resta 

d^ (1 -— ^-^c/a^* + • • • + 2 z t — dXi da\ + . . . 

'^ cx^ ^ ' 'a x^ t X2 " 

(li cui la legge di formazione è evidente. 

Si può adoperare un comodo simbolo per rap- 
presentare il secondo membro. 

Se formiamo la potenza seconda di 

(t^ dxy + ... 4-^^dxn ) 
\ra'i ^ dxn I 

e se i quadrati e i prodotti di r-^, . . . , ^r-"— li in- 

e X { Ci Xn 

terpretiamo, anziché come veri quadrati, come 
derivate seconde di/, cioè nello sviluppo, in luogo 
di 

2 



\CXr / 



polimmo 



e in luogo di 



C^'f 



poniamo 



r a 


•r2 


9/ 


df 


C .L'r 


e Xs 


c\ 


f 


CWr 


CXs ' 



1 
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lo sviluppo di quel quadrato risulta esattamente 
il secondo membro del difì'erenziale totale di 2° or- 
dine ; possiamo perciò scrivere 

dove la doppia parentesi sta ad indicare che quel 
quadrato non é un vero quadrato, ma solo un qua- 
drato simbolico. 

Si intende di qui, per induzione, che il differen- 
ziale r»»o di y lo possiamo scrivere simbolicamente 

quando però si assumano i differenziali dx^dx^ . . . 
dxn costanti per tutti i punti del campo. 

§ 8. Derivate e differenziali delle fnnzioni di più 
variabili dipendenti. Funzioni composte. Teorema del 
valore medio per le funzioni di più variabili indipen- 
denti. — Si abbia una funzione y delle variabih 
x^x.y...Xn\Q({\xi3i\\ non sieno fra loro indipendenti, 
ma siano a loro volta funzioni di una variabile 
unica a?; la ?/ si chiamerà funzione di x composta 
per mezzo delle funzioni x^X2...Xn . 

Sarebbe facile dimostrare che se y è funzione 
continua di XyX^. ^ .Xn e queste sono funzioni con- 
tinue di a?, anche y è funzione continua di x. 

Possiamo inoltre far vedere che se y è funzione 
derivabile di x^x^ . . -Xn e queste sono funzioni de- 
rivabili di x, anche y è funzione derivabile di x, 
e il problema che ci proponiamo è naturalmente 
quello di trovare le formole per le derivate della 
funzione ^ dì x. 
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Diamo ad x un incremento arbitrario \x odx\ 
allora le funzioni cc^Xz . . .^n avranno certi aumenti 
che potremo chiamare Aa?i, Aa?2, .. . , Aa?« coi quali 
incrementi la y riceverà un incremento ày. Gli 
incrementi che ricevono XiX2...xn non sono ar- 
bitrari perché dipendono dall'incremento che ri- 
ceve a?, il quale incremento solo é arbitrario. 

Considerando y come funzione delle variabili 
Xi^x^ . . ,0?» , alle quali si diano gli incrementi dx^^^ 
dx^.'.dxn e supposto che le derivate di y sieno 
funzioni continue, Tincremento ày (v. § 6 Gap. II, 
é dato da 

da , , ^ V I , , ^ f/ i 

àtj= ~- a ^. -f T-^ a .^., + • • • + — ^ " ^n + 0) 

^ óx^ dX2 ' CXn 

essendo w una quantità infinitesima di ordine su- 
periore rispetto agli infinitesimi dx^dx^ .> .dxn. 

Questa formola vale qualunque sieno gli incre- 
menti dxidx^. '*dxn ; prendendo in particolare 
tali incrementi eguali rispettivamente agli incre- 
menti A a?!, A a?2, . . . , A a?» che le funzioni x^^x.^. . - xn ri- 
cevono quando ad x si dà Tincremento arbitrario 
A a?, si ha la formola 

^ dX^ ^ ' dX2 ^ ' ÓXn 

donde 

\x 5a?i Aa; "" ^0^2 Ao? ' ' * * CXn ex \x' 

Facciamo ora tendere A a? a zero; supposto che 
le funzioni x^,..Xn abbiano derivata determinata 
e finita, gli incrementi Aar^.. .a a?» tenderanno an- 
che a zero, e i rappovli di essi con A x \^vA^\^iSs^^ 
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a delle quantità determinate dioerse da infinito (che 
sono le supposte derivate finite delle funzioni x^ 
i6'2 . . . ^n ) ; di qui intanto risulta che àx^., ,àcon sono 
infinitesimi o dello stesso ordine o di ordine supe- 
riore a quello dell' infinitesimo a a?, ed essendo 
perciò o> un infinitesimo di ordine certamente su- 
periore airinfinitesimo A a? (perché è già di ordine 
superiore a quello degli infinitesimi A ^i, A a?2*") il 

rapporto - — tenderà a zero. 
A oc 

Passando al limite per àa7 = si ha quindi 

d y ó ij d X ^ j^ ó y d x^ . . dy dxn 

dx dx^ dx d X2 dx " ' dXn dx 

che è la forinola della derivata di una funzione 
composta. Con ciò resta anche dimostrato quello 
che abbiamo asserito che cioè y é funzione deri- 
vabile di X. 

Questa formola ha una grande generalità e da 
essa potremo ricavare come casi particolari le de- 
rivate di certe speciali e semplici funzioni com- 
poste di cui abbiamo già trattato nel Gap. II, § 2. 

Per es. noi già conosciamo la regola per for- 
mare la derivata del quoziente di due funzioni di a*, 

CD (x") 

' ^ ; ora questa regola la possiamo subito rica- 
de C^') 
varo dal teorema sopradetto. 

Poniamo infatti cpi(.3?)=^'i cp2(^')=^2i 6 conside- 
riamo la funzione 

X t 

JoJJe i\uG variabili ^/?i.>'2 le quali a loro volta sonc 
funzioni di x. 
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Si ha 

e quindi, applicando il teorema di sopra, si lia: 
dy 1 d a\ x^ dx^ __ ^ dx ^ dx 

'* X Xcf CI X Xo (JL X Xn 

_ yg (x) cpi' (^) — cpi (x) 92^ {x) 

che dà appunto la nota regola di derivazione di 
un quoziente. 



Un'altra applicazione del teorema della derivata 
delle funzioni composte può ritenersi quella che 
si fa per trovare la formola per la derivata di un 
determinante, i cui elementi sieno delle funzioni 
derivabili di una variabile x. 

La derivata di un determinante di ordine n, è 
la somma di n determinanti ognuno dei quali si 
ottiene dal dato sostituendo a tutti gli elementi di 
ciascuna linea (o di ciascuna colonna) le rispet- 
tive derivate. 

Si abbia, in effetti, il determinante 



U= 



Un !J in 



y,n""y 



mi 



dove le y sieno delle funzioni di x. 

Prima di tutto è evidente, ricordando lo sviluppo 
di un determinante, che la derivata di XJ ris^e\X<^ 

Pascal, Calcolo infinitesimale^ I. ^ 



I.'JO (UifK II. ^ S. D/[ferenz(aU delle fa nz. comp. 

ad un suo elemento è eguale al complemento al- 
gebrico di quelV elemento, che cioè in generale 

: — «^ r» , 1 

se con Urs si indica il complemento algebrico del- 
Telemento grs. 

Applicando allora il teorema delle funzioni com- 
poste possiamo scrivere 

d IJ _ V r U dljrs 
d ^'' " t^s e ijrs ~d 



r" 



i 



^vs^ __ V /r d ifr* __ V r V yj d (/rs l ] 



e la quantità in parentesi è il determinante dato 
quando in luogo degli elementi della r»»»« linea si 
sostituiscono le derivate degli elementi stessi. Con 
ciò il teorema è dimostrato. 



In quanto ai differenziali totali delle funzioni 
composte abbiamo da osservare ciò che segue. 

Dalle stesse considerazioni sopra sviluppate si 
ricava che il differenziale di primo ordine si esprime 
colla stessa formola con cui si esprimerebbe se le 
variabili non fossero dipendenti; ma non è più lo 
stesso per i differenziali di ordine superiore. 

Ed infatti noi non potremo più in generale, come 
abbiamo fatto nel paragrafo precedente, conside- 
rare come costanti gli incrementi di x^Xo. . ^o^n', 
giacche dando a ./■ un incremento ^x costante e 
indipendente dal valore ./; che si considera, gli in- 
crementi che ricevono le funzioni x^.,.Xn non sa- 
ranno in generale delle quanUVà co?Xaxv\\, \w^\^^w- 
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denti cioè dal valore di a?; e quindi neanche co- 
stanti saranno i differenziali ; cosi per es. il dif- 
ferenziale di a'^ sarà eguale a -1-7; do;, e per quanto dx 
può supporsi costante , pure non potrà supporsi 
che in venerale anche la derivata -7—^ sia costante 

cioè indipendente da jc. Non si può più quindi, 
come nel paragrafo precedente, dare per il diffe- 
renziale di 2<* ordine di y una formola nella quale 
non entrino i differenziali secondi delle variabili 
x^x.^ . .,xn\ la formola per il differenziale di 2^ or- 
dine e di ordine superiore di una funzione com- 
posta, sarà perciò quella che risulta facendo gli 
stessi calcoli che nel paragrafo precedente , ma 
senza potere introdurre più la semplificazione di 
considerare come costanti i differenziali di x^...x„. 
Vi è un caso però in cui, pure essendo x\ .,,xn fun- 
zioni di X, nondimeno i loro differenziali possono 
prendersi per costanti, ed é quando ^'i . . .Xn sieno 
funzioni lineari di x^ cioè: 

./■j =za^x -{- bi 



Xn ^=an 'i'~{-0„. 



Prendendo allora costante il differenziale (/. ^niella 
variabile indipendente, i differenziali dxi.,.dxn ri- 
sultano eguali a 



e 



ai d ./' , a.,d.i' , . . . , (in d •>' , 

e quindi anche costanti. In questo caso è chiaro 
snche che i tii/feren zi a li coincidono vi-àViVVwvswiwVvi. 
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'^ 



cogli incrementi (vedi Gap. II, § 5), e che le for- ;^ 

mole per i differenziali di ordine superiore per le ^ 
funzioni di variabili indipendenti e per le funzioni 

composte possono fra loro coincidere. ' 



Passiamo ora alla formola generale per la de- 
rivata di ordine r»»o di una funzione composta. 

Deriviamo rispetto ad co ambo i membri della 
formola 

d y b y d Xi e y dx^ . dy_dxn 

diV rXi dx dx^y dx **' cxn dx ' 

Poiché il secondo membro é in generale una 
nuova funzione composta cosi noi dobbiamo riap- 
plicare al secondo membro il teorema delle fun- 
zioni composte, e perciò bisognerà supporre che 
le derioate parziali del secondo membro rispetto 
a x^X2..',Xn Steno funzioni continue, condizione 
che resterà soddisfatta se noi supponiamo che le 
derivate parziali seconde di y sieno continue. 

Sotto queste ipotesi si ha, effettuando il calcolo : 

d^ fj ' r //2 /ri nf'.\^ ^2 // //■//•„ \2' 



dx^ 



j f Xi^\d X / '^ r X n^ \ d X / 



+--Ì 



c^ (/ dx^ d x^ 



+ 



( x^ r X., d X 
(J[ d'^ ^'i 

( Xi 



d. 



^ + 



+ 



dx^ 



+ 



+ 7 



cy d^Xn 



rXn d 



Xn "I 
./•2 J 



e se noi supponiamo che si verifichi quel caso di 

cui abbiamo parlato, cioè che x^x^^^.x^ sieno 

funzioni lineari di a?, evidentemente sparisce la 

/feconda parie dì questa formoVa ^ y^^X». ^^Vì \^ 
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prima parte che può scriversi simbolicamente 
d^ y (( ^y dx^ , ry dxn 



dx'^ 



\\dXi^ dX ^ CXn dx )) 



intendendo, come altra volta (v. Gap. II, § 7), che 
nello sviluppo della potenza simbolica si sostitui- 
scano ai quadrati e ai prodotti delle derivate par- 
ziali prime di y^ le corrispondenti derivate parziali 
seconde. 

Si vede cosi che la formola generale per la de- 
rivata r»»*« della funzione composta nel caso che 
le Xi iTo . . . Siena funzioni lineari di x, e che le 
derivate parziali r»»« di y rispetto a x^Xz» . . sieno 
/unzioni continue, è simbolicamente espressa da 

da^ \\dxi dx "^ ' " dxn dx // ' 



Passiamo ora a generalizzare per le funzioni di 
più variabili indipendenti il teorema del valor me- 
dio già dimostrato per le funzioni di una sola va- 
riabile. 

Per fissare le idee supponiamo due variabili 
sole. 

Le variabili a?i,a?2 sieno fra loro indipendenti; 
a noi conviene però renderle per un momento di- 
pendenti. La funzione y=f (001X2) sia definita in 
tutti i punti di una certa area piana A, e sieno 

a^-^-hi , ai + /?2 
le coordinate di due punti di que^V^i ^ve,^. 
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Scegliamo a*, u\, funzioni di una nuova varia- 
bile ./', e formiamo queste funzioni in tal maniera 
che per ./•=./o si abbia x^=:ai, x^ = a2. e per 
./• = ./o +/i si abbia a?i=:ai + Aj, .r2 = a2 + /i? e che 
inoltre per tutti i valori di x compresi fra Xo. 
.l'o -\-h, le ./'j ./'., sieno sempre comprese rispettiva- 
mente fra «j, «j + ^i, e a^, a^-^-h^ 

Geometricamente ciò corrisponde alla seguente 
costruzione. Segniamo il rettangolo coi vertici ai, 
a.^, «i + Ai, a.> + /i.>, e segniamo, tutta interna a 
questo rettangolo, una linea che parta dal primo 
vertice (a, a.,) e vada al vertice opposto; le coor- 
dinate //'j .ro di un punto di tale linea si esprime- 
ranno in funzione di un parametro .r, e le fun- 
zioni che le rappresentano godranno appunto delle 
indicate proprietà. 

In particolare, invece di una qualunque linea, 
scegliamo propriamente la retta diagonale. Allora 
it'j, ./•.> potranno esprimersi come funzioni lineari del 
parametro .r e saranno 

./•j==ai-|-"''^'i 



le quali per 



.,' = () e ./•::rr| 



danno le coordinate dei due vertici opposti del 
nUtangolo. In questo modo é dunque ooo =0, /t = 1. 
La funzione y resterà una funzione di una variabile 
sola v, e chiamandola F(^), e, supposto che la 
funzione data sia derivabile rispetto alle due va- 
riabili a.\ Xo, la F (.e) sarà derivabile rispetto alla 
Vii ri abile ./•, e quindi ad essa ^oVv^vcve» ^^^\\^^\^ \l 
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noto teorema del valore medio ; si ha cosi 

F{iJCo +h) — Fioco ) = hF'{xo +6/0 
(8 compreso fra e 1) 

donde, mutando i simboli e applicando il teorema 
della derivata delle funzioni composte, per appli- 
care il quale noi supporremo ancora che le deri- 
vate parziali di f sieno funzioni continue, si ha: 

f(ai + hi , (i2 + h2) — f(a,ao) = 

osservando che il p.unto cui corrisponde il para- 
metro 

a-o+àh 

ha per coordinate 

Ponendo ora per Wi,X2 le funzioni lineari di so- 
pra, facendo h=\ e osservando che 

dx ' di' 

sono rispettivamente eguali, nel nostro caso, ad hi, 
h.^ si ha 

che é la formola che volevamo trovare. Da essa 
è scomparsa, come si vede, ogni \.vac^\^ d^VV^ n^- 
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riabile x^ che ci é servita solo come ausiliaria per 
la dimostrazione. 

È utile far notare che per ottener questa formola 
si é supposta la continuità delle derioate di /, 
cosa che non era necessaria nel caso delle funzioni 
di una sola variabile. 

Del risultato ottenuto possiamo ricavare una con- 
seguenza interessante ed elementare analoga a 
un'altra trovata per le funzioni di una variabile. 

Se in un certo campo le derivate parziali della 
funzione sono zero in qualunque punto, la fun- 
zione è costante per tutti ì punti del campo; in- 
fatti, nelle ipotesi fatte, per ogni valore dì hi hi si 
ha sempre 

/(ai + /ti , a2 + /t2)=/(ai02) 

§ 0. Calcolo delle derivate delle funzioni implicite 
di una o più variabili. — Abbiamo già detto a suo 
luogo che cosa si intenda per funzione implicita 
(v. Gap, I, § 2). 

Uno dei modi per giungere al concetto di una 
tale funzione é il seguente; 

Immaginiamo una funzione della due variabiH 
x e y e poniamola eguale a zero : si ha ciò che 
si chiama un'equazione : 

f{xy)^{) 

Questa equazione sia soddisfatta da una coppia 
di valori Xo ijo ; io dico che sotto certe condizioni 
sulla natura della funzione f, si può trovare 
sempre un intervallo finito attorno il punto Xo tale 
c/ie in tutti i punti di esso sia dejlnlta, per "m.exxo 
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di quella equazione, una funzione y di x, la quale 
diventi yo per oo=ooo ^ 

Supponiamo che la funzione / sia una funzione 
derivabile rispetto alle due variabili (e quindi an- 
che continua) in tutto un intorno del punto xo yo , 
p. es., nel rettangolo in cui i vertici sono 

Xo ^ho , yo -^-ko y 

che le due derivate parziali f'x , f'y sieno fun- 
zioni finite e continue^ e che f'y non possa mai di- 
ventare zero in tutto il rettangolo; applicando la 
formola flel valore medio trovata nel § precedente, 
e chiamando 

xo-\'h^ yo + k (h^ho ,k^ko) 

le coordinate di un punto qualunque del rettan- 
golo, possiamo scrivere 

f(xo + /i, yo + k) —f{xo yo ) = 
= hf'x (xo +^h,yo +6'/t) + kf'y (xo +Oh,(jo + O'k) 

ed essendo per ipotesi 

f{ajo yo) = 

si ha 

f{xo +h, yo+k) = 
= hfx (Xo +(ih,yo +0'k) + kfy (./o +hh,yo ~\- ^^'k). 

Per le ipotesi stabilite sulle derivate di/, è chiaro 
che esisteranno due quantità finite A, B tali che 
per qualunque punto -del rettangolo sia sempre 

f'x <^A 
f'y > B. 
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Fissato ora un valore per /e, è chiaro che si potrà 
sempre scegliere un h cosi piccolo che sia 

hA<kB 
basterà prendere ^<— r- ) e quindi che per qua- 
lunque punto del rettangolo sia in valore asso- 
luto 

hf.<kfy, 

e questa disuguaglianza sia soddisfatta per un li 
e per ogni altro li minore di esso; nellij espres- 
sione 

per tali h, k prevarrà perciò il segno del secondo 
termine. Non potendo ora, per le ipotesi fatte, /' y 
cangiare di segno, perché altrimenti, a causa della 
supposta sua continuità , dovrebbe passare per 
zero, il segno di kf'y dipenderà dal segno di A. Se 
dunque lasciamo fisso h e mutiamo il segno a A-, 
muterà di segno la espressione 

e quindi anche 

Perciò tale funzione, per quel determinato h, e 
per tutti gli altri li minori di esso, col variare 
(li A' passerà per il valore zero ; cioè dato un qua- 

k B 

lunque li minore della quantità —r- =^h^s vi sarà 

sempre, fra — k, e -\- k, compreso un valore A' 
/'<?/• e^a' quella funzione si annulla ; ciò aiv^uifica 
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ehe dato un qualunque valore x {=zjco +/i) com- 
préso fra jc'o—hi e .ro+^i^ ^'i sarà sempre un 
y =z I/o -{- k' ia\e che 

f(x!/) = 0. 

Possiamo dimostrare che di tali y non ve ne 
potrà essere che uno solo; perché se ve ne fos- 
sero due, fra essi, in forza del teorema di Rolle, 
vi dovrebbe essere un valore di y per cui la de- 
rivata di / considerata come funzione della sola 
y, dovrebbe essere zero, e invece noi abbiamo sup- 
posto che f'ij non si annulla mai. 

Con ciò resta dimostrato il teorema enunciato. 

Dimostriamo ora che la funzione y di j- così 
ottenuta è una funzione derivabile (e quindi anche 
continua). 

Supponiamo trovata una coppia di valori di h' e /.' 
per cui sia 

sarà anche 

donde 

!£ ^ f'x {xo + IV , yo -f h' k') 
h' fyi^xo+^^h'.yo+^^'k')' 

Se h' converge a zero, k' non può che conver- 
gere a zero, perchè se convergesse ad una quan- 
tità Atì sarebbe 

fi-^'o ,yo)^() 
f(xo ,yo +/.'i) = 

e quindi Fra i due valori yo ,yo-V^v '^'^ ^c^\^^^^;^^ 
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essere un valore per cui /y si annulla (per il teo- 
rema di Rolle), e ciò é contro Tipotesi. • 

E poiché h', k' sono gli incrementi di x, y, pos- 
siamo perciò dire che la funzione y è continua; fa- 
cendo poi convergere a zero tali incrementi, si 
vede che il loro rapporto converge a 

f'x jcco yo ) 
fy (ooo yo ) ' 

essendo, per ipotesi, continue le /« e /" y ; ciò di- 
mostra che esiste la derivata di y rispetto ad a; 
ed è data dalla formola: 

M 

d II _ dx 
dx ()f 

A questa formola possiamo giungere anche per 
altra via, dopo però che abbiamo già dimostrato 
che tale derivata esiste. 

Immaginiamo infatti di sostituire in 

fipoy) 

in luogo di y il suo valore in funzione di x\ sic- 
come tal valore é ricavato proprio da/(a?^) = 0, 
cosi si otterrà una funzione di x il cui valore è 
certamente zero per tutti i punti x pei quali si 
può definire la funzione y. Perciò la derivata di tale 
l'unzione di x sarà zero ; deriviamo allora la f{xy) 
immaginando che questa sia una funzione com- 
posta delle due funzioni di ^r, cioè x e y. Per il 
teorema delle funzioni composte si ha 

r/ dx i S <> IJ 
dx da; *~ ci^ doc' 



Cap. IL § 9.^Derioaie delle funzioni implicite. 141 
cioè 

d X. dy dor' 

che noi porremo eguale a zero per le cose sopra - 
dette; di qui si ha la formola già scritta. 

Da questa formola appare che noi possiamo tro- 
vare il valore della derivata della funzione impli- 
cita senza trovare prima effettivamente la forma 
esplicita della funzione; tal derivata verrà però 
in generale espressa non in funzione di x sola, ma 
per mezzo ài x e y contemporaneamente, per modo 
che se si volesse la derivata in funzione solo di x^ 
bisognerebbe intendere che y si sostituisca coire- 
spressione che si ricava risolvendo la equazione. Si 
vede cosi che il problema della risoluzione di 
f(xy)=0 può essere posposto a quello della ri- 
cerca della derivata di y, il che in molti casi è 
sufficiente agli scopi della quistione che si sta 
trattando. 

Un fatto analogo accade per le funzioni inverse 
(v. Gap. II, § 2) in cui si può trovare il valore 
della derivata indipendentemente dalla effettiva in- 
versione analitica della funzione, inversione che 
potrebbe essere praticamente diffìcile o impossi- 
bile. 

Per le derivate di ordine .superiore della fun- 
zione implicita non e* è che adoperare sempre il 
medesimo principio che ci ha servito per la ricerca 
della prima derivata. 

La espressione 

d x~^ d if dx 
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è una funzione di due funzioni di x che sono la 
// e la ^* slessa, ed é costantemente zero per ogni 
valore di ./• compreso fra certi limiti (che sono 
quelli pei quali resta definita la funzione impli- 
cita). Derivando ancora rispetto ad x si ha perciò 
anche zero ; e quindi 



1 



( 



2 






f.i^ r X r fj d 

donde 



./' r X r // d X r fj^\dx) ?ij d ./* 



e f \(\t^ (* xr y dx r if \d x) ) 



d a;2 

Per la determinazione della funzione implicita 
noi abbiamo cominciato col considerare un punto 
Xo ijo pel quale /(a? ^) si annullava, e tale che in 

un vsuo intorno r— non si annullava mai ; ora se ^ 

si annulla in un punto prossimo al punto Xo yo è 
chiaro che V ultima condizione potrà sempre sod- 
disfarsi, considerando un intorno del punto Xo ijo che 
escluda quel tale punto. 

df 
Ma se ■—- si annulla proprio nel punto Xo ijo , 

^ Il 
allora non potrà più soddisfarsi la condizione detta ; 

e d'altra parte in quel caso la formola per la deri- 
vala avendoli denominatore zero, dà per valore 
l'iiilìnilo almenoche non sia zero anche il nume- 

ralore -^. 
ex 

Si domanda ora: si può ane-Yve \\vi\ q.^'&cì vcv <ì.\ì\ v^ 



* * 
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~ = ^ = nel punto Xo yo, determinare una fun- 

zione y dì X \Qì quali diventi yo per x=Xo ? 

Senza addentrarci in ulteriori dimostrazioni, che 
ci porterebbero troppo lontano dai limi»! impostici 
in questo volume, noi diciamo solo che nel caso 
di cui si parla, colla /(.t ^) :== si possono definire 
non una ma due funzioni y di x le quali diven- 
tino yo per x=zxo ; può però anche accadere che 
tali due funzioni reali non esistano. 

Se \af(xy) è una funzione algebrica razionale 
e la equazione f(xy) = si rappresenta geome- 
tricamente mediante una curva del piano, come 
si fa in Geometria analitica, il caso in esame cor- 
risponde al fatto «geometrico cne quella curva ha 
r»ol punto di coordinate xo yo un cosidetto punto 
doppio, il quale potrà essere anche un punto dop- 
pio isolato. 

Nel caso in cui le due funzioni di cui si parla 
esistono, le loro derivate prime si possono deter- 
minare colla formola 

fV , .> ^^/' dy r^f/djlV^^^ 
(".jt;^ " d X r: y d .v r y^ \d ,/'/ 

cui si riduce allora la relazione da cui abbiamo, 
nel caso generale, ricavata la derivata seconda 
della funzione. Questa relazione è una equazione 

di "JP grado in -j—, e darà perciò due valori per 

le due derivate delle funzioni; se tali due valori 
sono immaginarii, le due funzioni non esistono 
nel campo delle quantità rea\\. 
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Geometricamente i due valori per le derivate 
di y rispetto ad x corrispondono alle due tangenti 
nel punto doppio ai due rami della curva che si 
intersecano nel punto doppio stesso. 



Dobbiamo ora passare alle funzioni implicite di 
più variabili. 

Il modo più semplice per definirle è il seguente. 
Immaginiamo una funzione di tre variabili 

fi-'c yz) 

e eguagliamola a zero. 

Anche qui potrebbe farsi vedere, in modo ana- 
logo a quello sopra* tenuto , che sotto certe con- 
dizioni per la natura di f, se la relazione f=0 
è soddisfatta da una terna di valori 

^' ^^ u'o , y = yó", z = Zo , 

si può trovare un intorno dal punto del piano di 
coor^dinate xo yo , tale che in esso la variabile z 
possa definirsi come funzione delle due variabili 

^, y- 

Non crediamo però di addentrarci in queste con- 
siderazioni che del resto non sarebbero nel fondo 
molto dissimili da quelle già sviluppate. Vogliamo 
solo dire qualche cosa sul calcolo delle derivate 
parziali di una tal funzione. 

Se in 

fi^^'U^) 

in luogo di z si immagina posta l'espressione di 
quelìa funzione di a?, y che ai vìcaNa àa .f V^c ^ *N^=0 
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I risolvendo questa equazione rispetto a ^, si deve 

[ evidentemente ottenere una funzione di x, y che 

I ò costantemente zero per tutti i valori di ^ e ^ 

[ pei quali è definita la funzione implicita ; e allora 

t saranno certamente zero le due derivate parziali 

. rispetto a a? e ^, cioè 

dx"^ d z dx 

dj dfdz_ 
dy~^dzdy ' 

di qui si ricaverebbero i valori di 

d z d z 
dx ' dy' 

In modo analogo si procederebbe in ogni altro 
caso più complicato. 

§ 10. Proprietà di fnnzioni di più variabili rispetto 

alle loro derivate parziali. Teorema di Eulero sulle 

fdnzioiii omogenee. — Una funzione di più variabili 

j si dice omogenea rispetto a queste variabili quando 

i gode delle proprietà che sostituendo in luogo delle 

. variabili 

^) y^ ^ì * • ' ì 

le espressioni 

tx^ i y, t z . . . , 

cioè moltiplicando tutte le variabili per una inde- 
terminata tf la funzione cosi modificata è eguale 
all'antica moltiplicata per una potenza di t, cioè 
che 

Pascal, Calcolo infinitesimale^ I. ^Si' 
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11 numero r si chiama grado di omogeneità. 
P. es. la funzione 

v/-'- — // 

è una funzione omogenea di grado Va delle due 
variabili ^, y. 

Le funzioni omogenee soddisfanno ad una pro- 
prietà loro caratteristica che costituisce il cosidetto 
teorema di Eulero. 

Si formino le derivate parziali della funzione 
rispetto alle sue variabili, e si faccia la somma 
dei prodotti di tali derivate per le variatiti rispet- 
tive ; tale somma è eguale alla funzione stessa 
moltiplicata per il suo grado di omogeneità; si ha 
cioè la formola 

Noi dimostreremo che questa proprietà è carat- 
teristica per le funzioni omogenee, cioè che le 
eguaglianze (1), (2), si equivalgono perfettamente. 

Deriviamo la (1) rispetto a i considerando come 
costanti le altre variabili. 

Si ha 

rf{t.f)Jy,...) d{too) d fUxJy,.,,) djty) 

r(t,v) di '^ d(ty) di ~^"' 

= rir-tf{;,^y,,,). 

Osserviamo ora che 

d (t óo) d {t y) 

di "" ^ dt ~^--' 



Cap, IL § 10. Teorema di Eulero. J47 

e inoltre che dovendo la (1) sussistere indipenden- 
temente dal valore di t, cioè per qualunque t, 
questa formola dovrà anche sussistere per qua- 
lunque t, e quindi potrà in essa porsi anche ^ = 1. 

Cosi facendo si ottiene esattamente la (2). 

Vediamo ora viceversa come della (2) si possa 
passare alla (1). 

Consideriamo la funzione di t formata nel se- 
guente modo 

e facciamone la derivata rispetto a t. Si ha 

Osserviamo intanto che se sussiste la (2) identica- 
mente cioè qualunque sieno i valori di ./;, ^, . . . , 
essa sussisterà' anche quando in luogo di i/*, //, . . . 
si pongono ta'.ty, cioè sussisterà anche iden- 
ticamente . la relazione : 

e quindi, come conseguenza della (2), si ha che il 
numeratore di F'(0 è identicamente zero per qua- 
lunque valore di t, e perciò la funzione F(t) è co- 
alante; il suo valore è dunque egviaXe a c\w<è^\c^ Ocv^ 



1 
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da essa si ottiene ponendo ^ = 1, cioè 

f (i\ , / (^^ * ^ y « ' » •) __ p /|N fv^ ^ y -^ ' '-) 

donde si ricava senz'altro la (1). 

Resta con ciò dimostrato che le (1) e (2) si equi- 
valgono perfettamente. 

Passiamo ora a mostrare che le derivate prime^ 
seconde, etc. di una funzione omogenea di grado 
r sono anche funzioni omogenee, e di gradi ri- 
spettivamente r — 1, r — 2. 

Derivando infatti la (1) rispetto a a? si ha 

d f {t X ,t y , . . ,) d (t x) _. df(x,y,,..) 
d{tx) dx dx 

ed essendo 

d(tx) , 

dx ~~ 

si ha 

dfjtxjy ) _ ._^ df(x,y ) 

d {t x) dx 

la quale formola dimostra il nostro assunto in 
quanto alle derivate prime. Osservando poi chele 
derivate seconde sono le derivate prime delle de- 
rivate prime, si deduce che esse sono funzioni 
omogenee di grado r — 2, e cosi di seguito. 

In conseguenza di questo teorema si può riap- 
plicare al primo membro di (2), lo stesso teorema 
d'EuLERo, e facilmente si vede che, raccogliendo 
i termini simili, si ha la formola 



.1 



; 2 f 7)2 f f)l f 
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Analogamente riapplicando k volte di seguito lo 
stesso teorema si ha in generale 

dove col simbolo del primo membro si intende al 
solito che bisogna formare la potenza /c»»« di quel 
polinomio, e sostituirvi poi, in luogo dei prodotti 
e delle potenze k^e delle derivate, le corrispon- 
denti derivate /c»»^, nello stesso modo che, per altra 
occasione, abbiamo fatto nel § 7 di questo Ca- 
pitolo. 



CAPITOLO III. 
Svìluppabilità in serie delle fiuusioni. 



<) 



,^ 1. G^eneralizzazione del teorema del yalor medio 
per le fnnzioni di nna o di più yariabili. Formole 
di Lagrange e di Ganchy. — Abbiamo visto che, 
ammettendo che una funzione di una variabile 
/(.r) abbia derivata in tutto un intervallo da 
a = Xo sino a b = Xo -\- h, la espressione 

b — a 

si esprime mediante la derivata prima della fun- 
zione / in un punto compreso nelT intervallo da 
a a 6. 

Vogliamo ora generalizzare questo teorema e 
dimostrare che se la f ammette nelV intervallo le 
derivate sino a quella di ordine n (il che porta 
poi con sé la condizione che le derivate sino a 
quelle di ordine /i— 1, sieno anche continue), e se 
essa e le sue derivate sono finite, la espressione, 

,t\b) ./{a) - (b-a)f'(a) - ^^f (a) - ... - ^-^^J?/-» (a) 
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si e&prime mediante la derivata n»»« in un punto 
compreso nell'intervallo da a a b. 
Consideriamo infatti la funzione O 

<P {^) =fià) -noe) - (6 - x)f'(x)-^^^^r (^) - 

~ -^^^^^f--Hco)-{h- x)P il , 



la quale per le ipotesi fatte, sarà finita e continua 
in lutto rintervallo, e sarà anche derivabile. Essa 
inoltre si annulla negli estremi dell' intervallo; 
quindi per il teorema di Bolle, vi sarà un punto 
neirintervallo in cui la prima derivata di cp sarà 
zero; ma 

^' (^) = ~ ^^~Tx{\ f^ i^)+P{à - a:)P-^ il , 

adunque, indicando al solito con 

570 + A = a + (ò — a) < < 1 

il punto di cui si parla, compreso neirintervallo, 
si ha 



^ ^ (6 - a) »-i (l - e)«-i 



— p(b — a)p-i (1 — e)P-i ii, 



donde ricaviamo il valore di Q, 

ii == ^ ^- — —r-r-^ /« (a + e ((> — a)). 



(') È facile riconoscere in che modo è formata questa funzione. 
Essa si forma liberando dal denominatore la formola della u, 
trasportando indi tutti i termini al secondo membro, e po- 
nendo ia questo dappertutto x in luogo di a. 
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colia quale forinola resta dimostrato il teorema 
enunciato. 

Sostituendo questo valore di Q nella formola 
superiore e ponendo in luogo di a, 6 le quantità 
'Co , xo + A, si ha la formola notevole 

/(^o+/0-=/(^o)+-^/'(a?o) + ^*/'(a?o) + ...+ 

1 • maà % 

+ ^r^-n"^"-' (^' ° ) + n-i!/> •^" ^^^ + '"^) ' 

per giungere alla quale abbiamo dovuto sup- 
porre che la funzione e tutte le sue derivate sino 
a quella di ordine /i-l sieno finite in tutto Tinter- 
vallo, altrimenti non si sarebbe potuto applicare 
il teorema di Bolle e accertare l'esistenza del nu- 
mero 0. Ciò non toglie però che una formola si- 
mile possa in casi speciali sussistere anche senza 
fare questa supposizione, 

11 numero p nella formola superiore può avere 
un valore qualunque ; poniamo in particolare/) = n, 
e p = 1, e otterremo due formole che considereremo 
come le formole fondamentali di questa teoria. 
Esse sono: 

[\) rUo + h) =r.f(rv o)+-~r (a:o) + . . . -^ -^^^ 
(2)7^U-o + /O -/(.'^ )+ -^/' (.X- ) + ... + ~^^ 

/in a — fA»-l 
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La prima formola si dice di Lagrange, e la se- 
conda di Cauchy. 

Notiamo che sul numero 6 che compare in que- 
ste formole noi non possiamo dire altro se non che 
è un numero compreso fra e L II suo valore di- 
pende dall'indice /i, dal valore di A, dalla natura 
della funzione, e, se si tratti della formola fonda- 
mentale donde abbiamo ricavato le (1), (2), il valore 
di 6 dipende naturalmente anche dal valore di p ; 
poiché le formole (i), (2) si sono ottenute assegnando 
a p due valori diversi, cosi è chiaro che il o della 
formola (1) ha in generale un valore diverso del o 
della formola (2). 

In quanto al numero 6, noi ci contenteremo di 
sapere che esso esiste sempre e che il suo valore 
è sempre compreso fra zero e uno. 



Insieme alle due formole che abbiamo sopra 
ricavato ne dobbiamo, ricavare alcune altre che 
hanno però minore importanza. 

Sieno / (a?), F (a?) due funzioni aventi derivata 
determinata in un intervallo Xo,Xo-\~h, e la deri- 
vata di F non sia mai zero in tutto V intervallo 
{Xo , 5?o + /t); formiamo Taltra funzione 

? (^) =f{^o + h) —f{x) — 

f(xo +h)—f(ajo) 



Fixo+h) — F{ 



S^'^"'" + "»-''••'•* 



Hnearmente mediante le due date, e che si annulla 
per x = Xo e a? = a?o + /t ; pel teorema di Rolle, fra 
tali due estremi vi sarà almeno uu pwwVo 3C«^ -V^^^^ 



I ■ 
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in cui la prima derivata di <p (a?) si annulla. For- j 
mando tale prima derivata, ponendo poi per x il " 
valore a?o-|~^^> ^ eguagliando a zero, si ha: 

donde, essendo F' diversa da zero, 

fi a^o -\-h)-f(xo) ^ f (^o + Q h) 

F{Xo + /t) — F{xo) F' (xo + e h)' 

» 

Cosi «7 rapporto degli incrementi delle due fun- 
zioni resta espresso per mezzo del rapporto delle 
derivate. In questa formola il e che comparisce al 
numeratore del secondo membro, é eguale a quello 
del denominatore. 

Mediante il teorema del valor medio applicalo 
alle due funzioni f Q F separatamente si potrebbe 
ottenere una formola simile a quella adesso otte- 
nuta per altra via, ma non potrebbe poi conchiu- 
dersi l'eguaglianza dei due valori di 6. 

Se ora supponiamo che le due funzioni si an- 
nullino nel punto Xo, abbiamo la formola : 

/ (xo +h) _ f {xo 4- Q h) 
F{xo~\'h)~'F'{xo +0/i) 

e se poi in generale supponiamo che le derivate 
prime, le derivate seconde, ecc., n — l»^ soddisfino 
sempre alle stesse condizioni cui abbiamo suppo- 
sto soddisfare f e F, possiamo scriverei applicando 
r//)e tritamente lo, stessa /or mola \ 
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wo + h) __ f (ooo -f e h) _ f" {xo + e^ h) _ _ 

~" Fn {poo + e„_i h) 

e è 

1 > > Gj > 62 > . . . > On-l. 



assiamo ora alla generalizzazione del teorema 
valor medio per le funzioni di più variabili, 

Gap. II, § 8) e per ciò bisogna riprendere' le 

siderazioni fatte nel luogo citato. 

i abbia la funzione di due variabili x^ a?2,/(a?£a?2), 
voglia ricercare il valore di f{a^ + h^ , a^ + ^2) 

unzione delle derivate di / sino a quelle di or- 

3 n, con una formola analoga a quella data 

ra per le funzioni di una sola variabile. 

oniamo x^, a?2 funzioni lineari di una nuova 

labile a?, e propriamente 

x^^a^-\- h^x 
^2= a^ "T~ 1^2 ^ì 

juali funzioni sono tali che per a? = danno 

x^ -— a^ ) X2 — — a 2 

er a? = 1 danno 

^1 = ^1 + ^1 , a?2 = a2 + /i2. 

er X compreso fra e 1 danno x^, x.^ compresi 
i valori estremi sopra segnati, 
a funzione data diventa allora una funzione di 
variabile sola, F (a?), cui può a^^\\c!»^^^\ ^\^- 




Rn ——^F» (e) (Lagrange) 



Rn = ^^ _^\"/ Fn (0) (GAUCHY). 

Per la validità di questa formola é necessario 
che esistano le derioate rispetto ad x sino a quella 
di ordine n in tutto l' intervallo da a 1; e quindi 
anche che sieno continue tali derivate sino a quella 
di ordine n — 1 ; inoltre che la funzione e le deri- 
vate sino a quella di ordine n — 1 sieno finite; que- 
ste condizioni sono soddisfatte se noi le supponiamo 
per la funzione data di due variabili e per le sue 
derivate parziali sino a quelle di ordine n. 

Per ridurci ora alla formola definitiva dobbiamo 
introdurre le variabili primitive a?i, a?2 ; e perciò 
dobbiamo esprimere le F' F" mediante le de- 
rivate parziali della funzione / (a?i «g) data. 

Essendo x^, Xc^ funzioni lineari di a? possiamo 
applicare la formola trovata al Gap. II, § 8, per 
la derivata di ordine r della funzione composta, 
supposto che le derivate parziali sino a quelle 
di ordine n sieno funzioni continue. 

Si ha cosi simbolicamente : 
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scuna delle due formole di Lagrange e di Gauchy, 
e si ha 

F(i)-F(0) = F'(0) + i-,F"(0) + ... + ^j-i^Fn- 

dove Rn può avere una delle due forme 

1 

ni 
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e quindi infine la formola 



+ 



X<j=a<.;^ 



+ ^((a^^' + a¥/C=<..+''" 



X^'^O'^ 



essendo 






X2=:a2+0ft2 



ovvero 



/l— 1! Wi^i Sa?2 //xi=ai+dhi 

Il significato di queste potenze simboliche ci è 
già conosciuto per quanto abbiamo detto al Gap. 
H, § 8. 

§ 2. Formola di Taylor-Maclanrin. — Condizione 
necessaria e snfflciente per la sna yalidità. — Sup- 
poniamo che la funzione /(a?) abbia le derivate di 
qualunque prdine, ed essa e le sue derivate sieno 
sempre finite in un intervallo da xo a a?o + h. 

Potremo applicare le formole sviluppate nel § pre- 
cedente per un qualunque indice n. Consideriamo 
la serie di infiniti termini 

e studiamo la convergenza dì c\\i^^\.a ^^^:\^ cy^^ìcv- 
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nata secondo le potenze intere positive di A, e il 
suo valore. 
La somma dei primi n termini di tale serie cioè 

n-l fir 

differisce dal valore di /(a?o +/t), per la quantità 

ovvero 

Rn = ^l_{, f^ (.ro + e h). 

Se quindi la quantità Rn col tendere di n alVin- 
finito, tende a zero, noi possiamo asserire che la 
serie di cui si parla è convergente e il suo valore 
è esattamente f{xo -\-h). 

Se invece Rn per n =oo tende ad una quantità 
determinata R» diversa da zero^ noi possiamo 
asserire che il valore di f{Xo -\-h) è eguale al va- 
lore di quella serie più la quantità R», e quindi 
anche che quella serie è convergente. 

Se finalmente Rn non tende ad alcun limite fi- 
nito per n = oo, la serie sarà divergente, o inde' 
terminata. 

Come si vede dunque la convergenza della serie 

00 /jr «—1 h^ 

1 — -/'• (.'^'o) = lim 1 —-fr {Xo) 
r=o ri n=oor=o ri 

è intimamente legata colla natura della quantità 
H//, e la serie sarà o no convergente secondochè 
Hft tende a no ad un limite Jinito. 



J- -, - 
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Questa serie si chiama la serie di Taylor-Ma- 
claurin; propriamente si usa chiamare serie di 
Taylor quella generale, e serie di Maclaurin quella 
- corrispondente &1 caso particolare in cui sia Xo =0; 
ma fra le due formole non c'è una difterenza di 
sostanza, ma solo di forma. 

Quando la serie è convergente e il limite di 
Un è zero, allora il suo valore è proprio il valore 
della funzione nel punto a? = a?o +/i; abbiamo cosi 
una espressione di tal valore mediante una serie 
di potenze, ordinata secondo le potenze intere pò • 
siiive di /i, cioè di (x — Xo). 

Si presenta ora naturalmente qui la quistione: 
data una funzione e un punto Xo ; può svilupparsi 
in serie il valore della funzione neir intorno del 
punto Xo ? 

Prima di tutto sarà necessario che la funzione 
nell'intorno di Xo ammetta le derivate di tutti gli 
ordini. Inoltre che in tutto Vintervallo sia la fun- 
zione che le sue derivate siano sempre finite. Que- 
sta condizione ci si presenta come necessaria per 
lo speciale metodo di dimostrazione che abbiamo 
- tenuto, perchè in fondo il teorema del valor medio, 
sia semplice, sia generalizzato, lo abbiamo fatto 
dipendere dal teorema di Rolle il quale non può 
più applicarsi quando la funzione diventa infinita 
nell'intervallo (v. Gap. II, § 4). 

Supposto che la funzione e le sue derivate di 
indice finito sieno sempre finite nell'intervallo, pos- 
sono accadere questi casi : o che il limite della 
derivata /i«»« per n = oo sia infinito per uno o più 
punti dell'intervallo, ovvero che /« (a?) pec o^ualuu- 
que a? dell* intervallo e per qua\uv\c\v\e. n ^^vv \w^w- 
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tenga sempre inferiore in valore assoluto ad un 
numero finito A. Dimostriamo che se si verifica 
quest'ultimo caso la funzione è soiluppabìle se- 
condo la formola di Taylor ; cioè eertamente il 
limite di Rn é zero. Consideriamo infatti l'espres- 
sione di Lagraxge 

Rn=f^fn{Xo+bh) 

e osserviamo che qualunque sia il valore ignoto 
di 6, la /« é sempre minore di A in valore asso- 
luto, onde 



Ma 



\Rn \<^A 

ni 



lim^ = (V. Gap. I, § 11), 



dunque il limite di i^ é zero. 

Nell'altro caso dobbiamo ricercare se il limite 
di Rn è zero. Ora Rn dipende dalla quantità 6 su 
cui noi non possiamo dire altro se non che é un 
numero compreso fra e 1 ; il suo valore non lo 
conosciamo in funzione di tutte le quantità da cui 
esso dipende. In generale quindi non si presenta 
agevole il riconoscere se la funzione può svilup- 
parsi in serie di Taylor. 

L'idea che viene allora spontanea è di" trasfor- 
mare il criterio lim/èn=Oin un altro che sia 
indipendente dalla conoscenza del valore di ft. Que- 
sto passo è stato fatto dal signor Pringsheim. 
Egli ha trovato che la condizione necessaria e 
su/jficiente per la sviluppabiliià della Juuxioue m 
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serie di Taylor in tutto un intorno da Xo a Xo '\- k 
è che il resto sotto la forma di Gauchy cioè 

hn (\ firn— 1 

considerato come funzione delle due variabili h e 
6 sia convergente a zero in ugual grado) cioè che, 
dato or piccolo a piacere, si possa sempre trovare 
un indice m in modo che per ogni n > m, Rn sia 
minore di a qualunque sia il valore di 6 compreso 
fra e 1, e qualunque sia il valore di h minore 
di k. Questo teorema è molto interessante, ma la 
sua dimostrazione ci porterebbe troppo lontano 
dal piano propostoci in queste lezioni. Per chi de- 
siderasse maggiori particolari rimandiamo alla 
estesa trattazione fattane nei num. 83 e seguenti 
delle citate mie : Note critiche di Calcolo infinite- 
simale, Milano 1895. 

Solo vogliamo osservare che con questo teorema 
ci appare sotto nuova luce la condizione da noi . 
posta che cioè la funzione e tutte le sue derivate 
di indice finito debbano, essere finite in qualunque 
punto dell'intervallo^ condizione che eravamo stati 
costretti a porre per la necessità del metodo di * 
dimostrazione, come a suo tempo abbiamo osser- 
vato (v. p. 159). 

Ora quella condizione ci appare come assoluta- 
mente ryecessaria per la sussistenza della formola 
di Taylor. Perchè se in un punto qualunque del- 
rintervallo fosse infinita la derivata m»"» della fun- 
zione, supposto che in tutto V intervallo esistano 
le derivate di qualunque ordine della funzione, e 
quindi che esse sieno continue,, VwVVo. \^ ^^vvs^^ 

Pascal, Calcolo in finitesi male, I. '^'^ 
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di ordine maggiore di m dovranno anche essere 
infinite in quel punto. In tal caso dato a, e ponendo 
in Rn per 6 quello speciale valore, corrispondente 
al punto in cui /»» diventa infinita, per un qua- 
lunque n'^m, Rn non sarà minore di a, e quindi 
non è applicabile la formola di Taylor. 

Possiamo dare una forma più caratteristica alla 
formola di Taylor, ponendo a?o+/i = a?, donde 
h^x^Xo'y allora si ha 

/(a?)=:/fa?o) + («-a?o)/'(a?o)+^-^^T^/''(^o)+... 

che rappresenta una serie ordinata secondo le po- 
tenze di (a? — a?o). Se questo sviluppo di f{x) vale 
per un eerto valore di a?, rappresenterà, per le 
cose dette, il valore della funzione in ogni altro x 
compreso fra il primitivo e Xo ; si può in certo, 
modo dire che allora in tutto un intervallo la 
funzione resta espressa come un polinomio in x 
di grado infinito. 



Colla formola di Taylor noi abbiamo lo sviluppo 
• di una funzione in serie secondo le potenze ascen- 
denti intere della variabile, sviluppo valido in un 
certo campo. 

Ora è utile far vedere che non esiste un altro 
sviluppo simile della funzione e che sia diverso da 
quello che risulta dalla formola di Taylor, e va- 
lido nel medesimo campo. 

Se infatti si suppone che nello stesso campo la 
funzione sia sviluppabile nella serie 

/(x) = ylo + Ai 0? + A^ 3c^ -V . . . ^ 
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si può dimostrare che i coefficienti di questa serie 
sono quelli stessi che compaiono nella serie di 
Taylor. 

11 campo di validità di ambo le serie di po- 
tenze sarà un certo campo attorno il punto zero, 
(V. Gap. I, § 7). 

Poniamo quindi x = i\ e abbiamo che il coeffi- 
ciente Ao non è altro che il valore della funzione 
nel punto zero, cioè 

Ao =/(0). 

Formiamo ora la derivata della funzione data. 
Essendo essa sviluppata in una serie di potenze 
si sa (v. Gap, II, § 2) che si può applicare la de- 
rivazione per serie; si ha perciò 

/' {x) = A, + 2A,x + ... 

e per a? = si ha 

A, = r (0). 

Gosi continuando, resta dimostrato il nostro as- 
sunto. 



In quanto alle serie di Taylor per le funzioni 
di più variabili non ci resta, appoggiandosi sulle 
cose dette nel § precedente che ripetere, con con- 
venienti e facili modificazioni, le medesime con- 
siderazioni generali fatte per le funzioni di una 
sola variabile; ecco perché ci sembra inutile spen- 
dervi su altre parole. 

§ 3. Applicazione della forinola di Taylot-l&A.<^\A.^- 
riif. ~ La formala di Taylor-Maci.M3VA^ ^wv> vì.^^- 
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plicarsi allo sviluppo in serie delle principali fun- 
zioni che si presentano nell'Analisi. 

1. Se lo sviluppo di Taylor si applica ad una 
funzione razionale intera, evidentemente, essendo 
tutte zero le derivate di ordine superiore adnse/i 
è il grado della funzione, non si potrà avere uno 
sviluppo con un numero indefinito, di termini, ma 
si otterranno al massimo n + 1 termini, cioè si 
avrà un polinomio di grado n ordinato secondo le 
potenze di x, se lo sviluppo si riferisce al punto ar=0. 

Se poi si applica lo sviluppo riferendolo ad un 
punto x=:=a qualunque, allora si ha anche, per le 
stesse ragioni, un numero Jinito di termini, ma si 
ha uno sviluppo della funzione ordinato secondo 
le potenze intere positive di (a? — a). 

11 primo termine di un tale sviluppo è / (a) e 
quindi si ha 

f(x)^f{a) + {x-a)Q 

chiamando Q l'assieme di tutti i termini, in numero 
finito, che moltiplicano {x — a). 

Di qui si deduce il teorema noto di Algebra che: 
dividendo un polinomio f (a?) per il binomio x — a 
il resto della divisione è f (a). 

2. Se lo sviluppo di Taylor si applica ad una 
funzione algebrica della forma 

dove m è una quantità positiva o negativa, razio- 
nale irrazionale, si ottiene uno sviluppo in serie 
di questa funzione che coincide collo sviluppo che 
Sì otterrebbe applicando la formola del binomio 
(li Newto^ì. Si ha la cosideUa serie bluomVoXe, 
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Applichiamo lo sviluppo di Taylor riferendolo 
al punto x=0. Essendo 

/'(^) = m(l+a?)m-i, 

/« (a?) = m . (m — 1) . . . (m — 71 + 1) (l -{-x)*^-» 
si ha 
/(0) = l,/'(0) = m,.../«(0) = m(m-l)...(m-n + l) 

ed inoltre Rn sotto la forma di Cauchy è : 

^^ = / _i)! rn.{m'[)...(m- n + l)(l+e^)»»-« 

Cominciamo col considerare la espressione 

m .m — l...m — n + 1 

Vn = TT a?» . 

n — ll 

Questa può considerarsi come il termine gene- 
rale di una serie i cui termini si otterrebbero fa- 
cendo variare Tindice n. Una tal serie è conver- 
gente per qualunque m se ce è minore di 1 in valore 
assoluto, perchè in essa il rapporto di un termine 
al precedente è 

m — n 



n 



X 



che per 7i = oo tende ad x<^\\ di qui deduciamo 
che, se \ x \ </, il limite di Un è zero. 

Se poi è x=±: 1 allora si può far vedere che., 
se m è positivo, la espressione Un tende anche a 
zero. 

Infatti in tal caso, a meno del segno, la Un può 
scriversi 
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Immaginiamo che il primo numero intero posi- 
tivo maggiore di m sia r. Allora la Un può scri- 
versi 

"•('-?)-(»-F^)('-F>-('-A) 

dove tutti i fattori a cominciare dafl linpoi, 

sono tutti minori di 1 (se m è positivo) e quindi 
il loro prodotto sarà minore di 1 anche per n = oo. 
Dunque il limite di Un non può essere maggiore 
della quantità finita 



m 



('-T)-('-r^)- 



Possiamo dimostrare che tende a zero ; infatti 
possiamo scrivere 



1- 



m^ 



. m r^ \ 



r . m . m 
1 -\ 1 -j 



quindi 

(-T)('-7fr)-('-^) 

1 



(■+t)('+7Tt)-(' + ^) 

Ma 

m 



(' + ")-('+„-^)>7+r^+-+ 



mi \ p-r- -V .. .-V ri 



r 
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e la espressione in parentesi per n = oo tende a 
infinito, come si sa dall'Algebra, dunque 



('-T)-('-ir^) 



tende a zèro. 

Consideriamo ora similmente il rapporto — — . 

Esso evidentemente tende a zero in tutti i casi 
già considerati. Dico che tende anche a zero se 
x = ±:ì e m + l è positivo. Infatti in tal caso esso 
può scriversi 

*t-t('-=^)('-=4^)-('--=^) 

e ripetendo su questa espressione il ragionamento 
fatto sopra, si ricava appunto che se m + 1 e pò- 
sitivo, essa tende a zero, 
• Ciò premesso, scriviamo Rn sotto la forma 

1 _ 9 \fi— 1 

Uh 



/ 1 — 9 \' 



e osserviamo che, per \ (v \ ^\, 

0\«- 



/ 1 — e Y~^ 
Vi +60?; 



non può crescere indefinitivamente perché il de- 
nominatore non è mai minore del numeratore. 

Giovandoci quindi dei risultati ottenuti per iin , 
possiamo dire che Rn tende a zero, se m è qua- 
lunque positivo o negativo, e x è in valore asso- 
luto minore di 1, ovvero m è posititio e og=^ì i. 

Concludiamo perciò che in questi casi lo ^t>'* 



y 
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* ■ ■ - — - - - 

luppo de Taylor 

(l + x)m = l + (^)i <3P + {m)2 a?* + ... ; 

è valido. Il secondo mernbro di questa formola è 
la cosiddetta serie binomiale. • 

Per considerare un altra caso in cui la serie 
binomiale converge, consideriamo l'altra forma del 
resto (la forma di Lagrange), 

Rn = — m . {m — i) . . . (m — n + 1)<1 + 8 «)'**"'• 

iC. m 

1 

= — Un (l + ea?)»«-". 

Se X è eguale a -}- 1, e m + 1 è positivo, evidente- 
mente, per le cose dette, questo Rn converge a zero, 
perchè (1 + x) in tal caso è maggiore delFunità, 

e — ^ converge a zero. Dunque un altro caso in 

cai lo sviluppo di Taylor applicato alla funzione 
(1 + a*)»» è valido^ e quindi in cui è convergente la 
serie binomiale, si ha quando d7=r+l, em + lè po- 
sitivo. 

Si hanno cosi tutti i casi nei quali la serie bi- 
nomiale è convergente. 

3. Passiamo ora alla serie esponenziale. Si ab- 
bia la funzione e^; . Tutte le derivate di questa 
funzione sono rappresentate dalla funzione stessa, 
e per ^^ = si riducono ad 1. Il resto é dato da 
(sotto la forma di Lagrange) 

n 1 
a^^ converge a zero per quaVunqwfe NaXcrc^ <i\ ^ o, 
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di Xy perchè e^^è sempre finito per x finito. Onde 
per qualunque valore di x si' ha la serie 



e« 



X . x^ 



~"^+ l!"^ 2! + *" 



che è la serie, esponenziale da noi già studiata 
(V. Gap. I,§ 11). 
Se si tratti di 

f(x) = a<' , 

potendo allora scrivere 

ax = e* log o 

[ si ha 

. , alloga , x^ìos^^a , 
• «^ = 1 + — rf- + ^t— + • • • 

4. Si vogliano sviluppare in serie le funzioni 
seno e coseno. Le derivate successive sono, come 
sappiamo, rappresentate sempre dalle stesse fun- 
zioni seno coseno, le quali restano sempre finite, 
e in valore assoluto non possono superare il va- 
lore 1. 

Per un teorema del § precedente (v. pag. 160) 
possiamo allora dire che sarà senz'altro applica- 
bile lo sviluppo di Taylor. 

Per la funzione seno, avendosi per espressione 
delle derivate successive 

cos X, — sen x. — cos x, sen x, cos o: . . . 
che per x = hanno rispettivamente i valori 

i, 0, - i, 0, 4-\,... 



170 Cap. III. § 3. Formola di Taylor, 

si ha lo sviluppo in serie 

sena?==a?- J] + J] — "' 



e per la funzione coseno si ha 

— 1 ** _L *^ 

cos a? — 1 2!4! ***' 



queste serie si chiamano le serie goniometriehe. 
5. Si consideri ora la funzione 

/(a-) = log(l+^-). 
Le derivale successive di questa funzione sono 

/' W = + ^ 



rw 



1 ! 



-' ^ ^ ^ '^ (1 + a?)»» 

Il resto Rn avrà per espressione (sotto la forma 
di Gauchy) 

. |.. , Xn{i-iì)n-\ {n-\)\ 






È facile riconoscere che per ogni | ir \ <; 1 que- 
sta espressione converge a zero per n=oo, perché 

/ 1 _ y f 1 . 

( . I non può, come sopra, crescere oltre 

OSITI i limile, T-. , per un deleYrcv\tv^\.o x,m\w^^^^\ 

1 +6a? ^ 
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1 in valore assoluto, si manterrà sempre non mag- 

1 

giore di 1 se i» è positivo, e non maggiore di ■ — : , 

1 — \ (c \ 

se 0? è negativo, e d'altra parte per \x\ < 1, 
07" tende a zero. 

Se poi a? = + 1, ricorrendo alla forma del resto 
di Lagrange, che è per il caso nostro: 

fi,=(-i)-ii-._4-_. 

e, quindi per a; = + ^ • 

appare immediatamente la sua convergenza a zero, 
non potendo T—p—- crescere indefiniti va mente qua- 
lunque sia il variare di 0, compreso fra e 1. 

Invece per oo = —\ non si può dimostrare la 
convergenza a zero del resto. 

Dunque lo sviluppo di Taylor sarà applicabile 
alla funzione logaritmica log (1 -f- x) in tutto un 
campo attorno il punto zero esteso dal punto — 1 
al punto -[-1 eseluso però Vestremo inferiore del 
campo. Del resto in tal punto a; = — l,la funzione 
stessa diventa infinita. 

La serie cosi ottenuta 

'p2 '«•3 T» 4 

log(l+cr)---ar- --+-.-- ^- + .-. 

si dice serie logaritmica. 
Per 07 = 1 si ha la cosidetla serie armonica 
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Mutando il segno ad x si ha 

log (1 — a?) = — a? -- -g- — -3- — . . . 

donde 
log (l + a?) - log (l - a?) = log yÉ^ = 



= K^+l + T + -> 



6. Consideriamo ora Io sviluppo della funzione 
are tg x ; la serie che si ottiene si chiama serie 
ciclomeiriea. 

Formiamo prima di tutto l'espressione generale 
della derivata rv^ della funzione 

y=/(a?) = arclga?. 
La prima derivata è 

/' (^) = r+^ == ^^^^ ^ "" ^^^ ^ sentir + -^j . 
La seconda derivata è eguale a 

= y' cos U y + ^ j = (cos yf sen 2 ^^^ + -^V 

Analogamente si troverebbe per la terza deri- 
vala 

r' {X) = 2 \ (cos yf s^Tv1i(y -V -^^ 



in generale 



fn {x) = (ai — 1) ! (cos //)« sen ^{u +-^) 

n/arctg^+-^V 



(n-\)\ 
—sen 

(1 +a?2)8 



Potremmo ottenere invece una espressione tutta 
tlgebrica-in a?, e libera dalle funzioni trascendenti ; 
na allora si avrebbe una formola nella quale non 
è facile riconoscere la legge generale di forma- 
zione. 

Per X == 0, are tgoo = e quindi 

fn (oc) = (se n è pari) 

w-l 
2 

fn (a?) = (— I) (^ _ 1) ! (se n è dispari). 

La espressione di Rn é (sotto forma di Lagrange) 

Rn = sen n l are tg o a? -j- — j . 

n(ì +0«.'r«) 2 

L'ultimo fattore essendo un seno è sempre in 
valore assoluto non maggiore di l, per qualunque 
valore di 6; e il fattore 



[ 



a?2 



1 + 08 a?2 

non può, per ogni a.-^;^ I, superare il valore 1, pei 
qualunque compreso fra e 1, e qualunque n. 
Il resto Rn tenderà dunque a zero per n = c 

1 
perchè a zero tende il fattore — , o. \o «ìs^nWw^^^^^^ 
. n 



!'fr Cu. ZZI i L F^irmàMA^ H Ttglor. 

IjkTLMm ssrd 'Siav^rzaifi^ in. un ouftpey di Yar 
lue 'H X che <& esksitìe i& jr= — 1 suo a jt = 

eeJla qaal serie s potrebbe calcolare il v£ 
i dv; questa serie è però troppo poco rapidam 
eonTergmte. e per aTere on Talore assai app 
fàmato della saa somma bisognerebbe calcoli 
moilwsimi termini. Si possono invece trovare i 
serie per calcolare assai più facilmente il valoi 
«, che é, come si sa, x = 3J41592653 
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CAPITOLO IV. 

Studio dei diversi modi di variare di una funzione 
nelle vicinanze di un punto. 



§ 1. Funzioni crescenti e funzioni decrescenti in nn 
punto. — La considerazione delle derivate di una 
funzione in un punto si presta per studiare il com- 
portarsi della funzione in un punto, cioè le rela- 
zioni di grandezze che hanno fra loro i diversi 
valori della funzione nelle vicinanze di un punto. 

Una prima considerazione che ci si presenta è 
la seguente: Consideriamo il valore della funzione 
in un punto Xojipco ), e i valori che la stessa fun- 
zione acquista in due punti prossimi al punta a?o , 
l'uno a sinistra e l'altro a destra ; cioè nei punti 
«0 — /i,a?o 4- h, dove h sia arbitrariamente piccolo. 

Può accadere che f{xo — h) sia minore di/(^o ), 
il quale a sua volta sia minore à\f{xo +/i), e che 
•queste relazione di disuguaglianza si conservino 
comunque impiccolendo la quantità h. In tal caso 
si dirà che la funzione cresce quando cresce la va- 
riabile, cioè che nel punto Xo la funzione è cre- 
scente. 

Esprimendoci in formole, diremo e,\\^\^lMxvil\<^w^ 
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è crescente quando esiste, un h tale che per 
e per ogni altro h minore, si hanno conterai 
neamente le due disuguaglianze: 

,1, ( /(^o - A) -/(a?o X 

^^ (/(a?a+/i)-/(a?o)>0 

e diremo invece che la funzione è decres 
quando sussistono le altre disuguaglianze 

,ov {f(xo-h)-f{xo)>0 

Cerchiamo ora di trasformare questi crit( 
altri che siano indipendenti dalla quantità h 
vidiamo la prima delle (i) per —he la sec 
per +/i, e il criterio (1) si può allora evidenter 
trasformare in quest'altro: che il rapporto 

f{Xo±:h)-f(Xo) 
dzh 

deve avere sempre un valore positivo qualu 
sia il segno di h, e per quanto piccolo sia 
cominciare da un certo valore di h in poi. 

Facendo convergere quindi h a zero, poic 
limite di quel rapporto è la derivata a destr; 
sinistra nel punto ooo , e poiché il linn(ite di 
quantità che si conserva sempre positiva, no 
essere negaivo, si vede che : perchè la fun 
sia crescente nel punto Xo è necessario ci 
prima sua derivata non abbia un valore neg 
in x = .To , e: perché la funzione sia decres 
nel punto Xo è necessario che la sua prima der 
non abbia un valore positivo nel punto ù) = i 

Possiamo anche dire; se la deridala è v^ 
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a funzione è crescente; se la derivata è negativa 
a funzione è decrescente. 

Se si tratti di una funzione che ammetta una 
•appresentazione geometrica mediante un ramo di 
ìurva é facile vedere che significato ha la condi- 
tone trovata. ; 

Chiamiamo direzione positiva della tangente ad 
ana curva quella nella quale vogliamo intendere 
che la curva resti percorsa da un punto mobile 
su di essa; e intendiamo poi che il ramo di curva 
si percorra n^l senso nel quale crescono positiva- 
mente le ascisse dei suoi vari punti. 

Ciò fissato, è facile vedere che, se nel punto 
«ola tangente non è parallela all'asse delle ^r, cioè 
se escludiamo il caso in cui la derivata in xo sia 
zero, Tordinata della curva sarà crescente in xo , o, 
come si dice, il ramo della curva sarà ascendente, 
se la direzione positiva della tangente fa colla di- 
rezione positiva dell'asse di ot, un angolo acuto, e 
il ramo della curva sarà mvece discendente se la 
direzione positiva della tangente fa un angolo ot^ 
ttiso colla direzione positiva dell'asse di x, 
' Resta ora ad esaminare il caso in cui la deri- 
vata prima della funzione sia zero nel punto xo . 

Supponiamo che si tratti di una funzione per la 
quale esistano e sieno finite le derivate sino ad 
un certo ordine n. Applicando la formola del valor 
medio (v. Gap. Ili, § 1) alla differenza 

f{Xo+h)—f{Xo), 

possiamo scrivere, supposto che sia /' {xo ) = 0, 

Pascal, Calcolo infinitesimale, 1. '^'^ 
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e perché la funzione sia crescente o decrescente 
è necessario che il primo membro cannbii di segno 
col mutare il segno di A, e quindi, poiché A* ha 
segno costante, é necessario che f'ipco + ^ A) niuti 
segno col mutare il segno di /i, e perciò, essendo 
per ipotesi f''(oc) una funzione continua (perché 
abbiamo supposto che esistano /'" (^), /'^ (^), ecc.) 
è necessario che f" (x) sia zero nel punto Xo . Se 
questo non si verifica non sarà possibile che la 
l'unzione sia crescente o decrescente in Xo . 

Per porci allora da un punto di vista generale 
immaginiamo che in Xo sieno zero la prima, la 

seconda, la n-l»»« derivata e la /i»*»« sia diversa 

da zero. Colla solita formola possiamo scrivere 



f{Xo+h)-f{Xo) = ^f- (Xo+^h) 



n\ 



e /« {xo + Oh) non cambia segno col mutare il se- 
gno di h {h essendo una quantità arbitrariamente 
piccola) altrimenti /♦» dovrebbe essere zero in xo , 
contro ripotesi. Se quindi n è pari, il secondo 
membro, e perciò anche il primo, non può mutar 
segno col mutare il segno dì h e perciò la fun- 
zione nel punto xo non sarà né crescente, né de- 
crescente. 

Se invece n è dispari, allora /i» muta segno col 
mutare quello di A, e la funzione sarà crescente 
o decrescente. 

Se /" (xo ) è diverso da zero ed è p. es., positivo, 

supposto chef^ sia una funzione continua, si potrà 

sempre trovare un h cosi piccolo che/»» {xo dtzbh) 

sia sempre positivo; perciò ^a^^a^cv^o K ^^ ^^^^^ 
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negativo al positivo, la differenza 

f{oco+h)—f(xo) 

passa anche dal segno negativo al positivo , ed 
hanno luogo. le disuguaglianze (1), cioè la funzione 
è crescente. Viceversa se /« {xo ) é negativa, allora 
la funzione è decrescente. 

Raccogliendo cosi i risultati ottenuti possiamo 
dire: sia n Vordine della prima delle derivate ehe 
non è zero nel punto Xo ; se n è un numero pari 
la funzione non è né crescente né decrescente ; 
se invece n è dispari la funzione é crescente se 
/*» {xo ) è positivo ed é decrescente se /« {Xo ) ha 
un calore negativo. 

Resta ora naturalmente a considerare a parte 
il caso in cui la funzione non é né crescente, né 
decrescente nel punto Xo . Ciò sarà fatto nel para-» 
grafo seguente. 

§ 2. Hàssiitii e minimi delle fanzioni di nna sola 
variabile. — Se una funzione f{x) in un punto 
Xo è tale che 

f{Xo+h)—f{Xo) 

per un certo h e per ogni altro minore, ha un se- 
gno fisso, cioè o sempre positivo, o sempre nega- 
tivo, qualunque sia il segno di /i, noi diremo che 
la / in 070 possiede un minimo o un massimo ri- 
spettivamente. 

È facile vedere che una condizione necessaria 
perché ciò accada è che la prima derivata della 
funzione sia zero in xo . 

Infatti i due rapporti incrementali 
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per le ipotesi fatte, saranno sempre di segno con- 
trario per qualunque valore di h; ma i loro limili 
devono essere eguali perché devono rappresentare 
la derivata della funzione nel punto Xo, dunque 
tali limiti non potranno che essere zero. 

Ricaviamo perciò, prima di tutto, che eondiziom 
necessaria perchè la funzione in Xo abbia un mas 
Simo o un minimo è che la prima derivata sia 
zero. 

Per stabilire ora la teoria da un punto di vista 
generale supponiamo, come nel paragrafo prece- 
dente, che sia 

r(xo)=r{xo)==.:.=fn-Hxo)=o 

e che sia /« (x) la prima delle derivate che non 
si annulli in xo » 

Se n é un numero dispari, allora sappiamo dal 
paragrafo precedente che la funzione é o crescente 
o decrescente, il che porta che la differenza 

f{Xodzh)~f{Xo) 

non ha un segno fìsso indipendente dal segno di 
h, e quindi allora evidentemente non ci potrà es- 
sere né un massimo né un minimo. 

Se invece n è un numero pari, allora dal para- 
grafo precedente sappiamo che la funzione non è 
né crescente né decrescente. 

Applicando al solito la formola del valor medio 
arrestata alla derivata n»»», si ha 
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e potendo trovare un h cosi piccolo che 

fn (Xo dtz f) h) 

sia sempre di segno fisso e propriamente del me- 
desimo segno di /« (xo ), ed essendo /i« sempre 
positivo per n pari, si ha che il primo membro 
avrà segno fìsso e quindi ci troviamo nel caso di 
un massimo o di un minimo; propriamente se 
,/*'» {xo ) è negativo , sarà costantemente negativo 
anche il primo membro, e si avrà un massimo, e 
si avrà un minimo invece se /« {xo ) é positivo. 

Abbiamo dunque per risultato: 

Se lordine n della prima delle derivate che in 
Xo è diversa da zero , è un numero pari, allora, 
e allora solo, in Xo la funzione avrà un massimo 
o un minimo f e propriamente avrà un massimo 
se /« (xo ) ha segno negativo, e avrà un minimo 
se /« (xo ) ha segno positivo. 

Per un punto di massimo o minimo dunque cer- 
tamente la prima derivata della funzione deve es- 
sere zero, come abbiamo sopra dimostrato diret- 
tamente. 

Se quindi noi vogliamo trovare i punti in cui 
una data funzione è massima o minima, basterà 
che eguagliamo a zero la prima derivata, e fra 
le radici della prima derivata certamente saranno 
compresi tutti i punti di cui si parla ; per modo 
che quelle fra le radici che non annullano la se- 
conda derivata, oppure in generale, che, annullando 
la seconda derivata, annullano anche le derivate 
seguenti, sino ad una di ordine dispari, sono quelle 
corrispondenti ai massimi e minimi. 
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Passiamo ora ad alcune applicazioni. 

Si voglia ricercare un punto iti cui la funzione 

f(x) = a^ 

sia massima o minima. 
La derivata prima di tale funzione é(0 

e la derivata seconda é- 

/" = x^ (log w + 1)« + à?^-i 

La espressione a?« non si annulla per alcun va- 
lore finito di w. Le radici di/' sono dunque date da 

1 
log x-^ì =0 cioè log ar = — 1 cioè a? = — 

Per tal valore la seconda derivata acquista un 
valore positivo. Dunque questo valore di w corri- 
sponde ad un minimo della funzione. 

• 

Si voglia dividere un numero n in due parti 
tali che il prodotto di tali parti sia un m^assimo. 

Se chiamiamo x una delle parti, V altra parte 



(0 Questa derivata si può fare col teorema deUe funzioni 
composte. 

Consideriamo la funzione composta f{x)^^{x)'i{x)=^y^yi La 
sua derivata è 

-1-7 ;— = ^^2^1 -jT'T-yi iogyi-rr^= 



cl/i dx f^i/2 dx dx dx 

ax a X 

Per 'y (x) = a-, e V (a:) = x si Via \a totmoVa ^^\ Vt"s.\». 
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sarà n — oc^ e il prodotto 

f=x{n — x) 

deve essere un massimo. 
La prima derivata è: 

*/ 
e la seconda derivata é 

II punto X che annulla la prima derivata è 

n 

e poiché la seconda derivata é diversa da zero 
ed é negativa, possiamo dedurre che tale x trovato 
corrisponde effettivamente ad un punto di massimo 
della funzione. 

Dunque per risolvere il problema proposto bi- 
sogna dividere per metà il numero n. 

§ 3. Massimi e minimi delle funzioni di più va- 
riabili. — Nel caso delle funzioni di più variabili 
possiamo definire il punto di massimo o di minimo 
in modo analogo a quello tenuto per le funzioni 
di una variabile. 

Diremo che la /(^i,^2 • • • ^n ) è massima o mi- 
nima nel punto 

quando esistono delle quantità h^h^-^-hn tali per 
esse e per ogni altro sistema di quantità ad esse 
rispettivamente minori, si abbia sempre che la 
differenza 



i 
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sìa di segno costante qualunque sieno i segni delk 
quantità /i, 

Supponiamo che le successive derivate della fun 
zione sieno nulle, sino a quelle di prdine m-l; i 
che quelle di ordine m sieno le prime che nor 
sieno tutte zero nel punto (a^ az-. ,an). 

Sviluppiamo la differenza: 

/(«i+^i? e^g+Ag, ...,a« +hn ) — /(«i «2 • • • <^» ) 

colla formola generalizzata del valor medio, arre- 
standoci ai termini contenenti le derivate m»»<. Si 
ha, (V. Gap. Ili, § 1) 



=i((i.*.+ ■+£*■))" 



(a) 






dove f)m è compreso fra e 1, e il siml)olo che fi- 
gura al secondo membro ha un significato da noi 
già conosciuto. 

I coefRcienti' deirespressione del secondo mem- 
bro variano al variare delle A, e tendono ai va- 
lori delle derivate m»n« della funzione nel punto 
(«1 «2 . . . an ) col tendere a zero di /i^, Ag» • • • > ^« • 

Consideriamo Taltra espressione 



((pfh,+p^k, + ..+Uk„)Y 



(^) 






che, sviluppata, è una funzione razionale intera 
omogenea nelle /i, o, come ^\ (\\<!.^^ xslw^ Jorm^x. ^^ 
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* 

grado m. Essa può essere di tre specie diverse, 
cioè: 

1°. Può essere tale che, in qualunque modo si 
variino le /i, il segno della forma sia sempre il 
medesimo, e che inoltre essa non sia zero che per 
/ij = /ig = , . . = /i„ = (si badi che le h devono 
avere solo valori reali). In tal caso essa si chiama 
una forma definita. 

%^ Può poi accadere che il suo segno sia bensì 
costante, ma che essa possa diventare zero anche 
per altri valori delle. /i che non sieno i soprase- 
gnati; allora si ha una forma detta semidefinita, 
3.<^ E può finalmente accadere che essa non sia 
di segno fisso, e allora si ha Mna forma indefinita. 
Il teorema che vogliamo ora dimostrare è questo: 
Perchè si abbia un massimo od un m,inimo per 
la funzione data, è necessario che la {b) non sia 
una forma indefinita. 

Infatti poniamo hi^ztk^, /i» = tkn ove t sia 

positivo, 
lì secondo membro di (a) diventa : 



~nt''((^k,+ + Slk„)f 



(e) 



m"i 



Gol tendere di ^ a zero, il limite del terzo fat- 
tore di questa espressione (salvo il cangiamento 
formale delle k nelle h) non é altro che la forma 
(b). Se dunque la (6) potesse diventare positiva o 
Negativa a seconda dei valori delle A, il terzo fat- 
^-ore deirultimaformola, dovendo per ^ = tendere 
^ limiti di segno contrario, non potrebbe mante- 
Qere segno fìsso col variare deWe K^ ^ \»^\^\^ 
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neanche il primo membro di (a) potrebbe conser- . 
vare segno costante. 

Ma si può dimostrare qualche cosa di più: 

Se (b) è una forma definita, allora vi sarà cer- 
tamente un massimo od un m,inimo della fun- 
zione. "' 

Infatti in tal caso, fìssato un sistema . di valr:*! 
di /t, facendo tendere t a zero, la (e) tetide ad u^iw 
quantità di segno fìsso e diversa da aero; quindi 
potrà sempre trovarsi un tale t^ che, per esso e - - 
per i valori ad esso minori, l'espressione (e), e ; 
quindi il secondo membro di (a) sia sempre dello ^ 
stesso segno, e sia zero solo per ^ = 0. Ciò basta 
per concludere che la funzione ha un massimo od 
un minimo. 

È evidente che se m è dispari, la forma (6) é 
indefinita. 

Infatti in tal caso cambiando i segni a tutte le 
/<, la forma muta di segno, perchè ogni termine 
contenendo m fattori A, muterà di segno. 

Di qui si ha che perchè si abbia un massimo o 
minimo è necessario che il numero m sia pari. 

E inoltre : perchè si abbia in un punto un mas- 
simo minimo, tutte le derivate parziali di 1^ or- 
dine devono essere zero in quel punto^ ovvero deve 
essere zero il differenziale totale della funzione. 

Da quanto si è detto risulta che se la forma (b) 
é definita vi è un massimo o minimo, e se essa é 
invece indefinita, non vi è un massimo o minimo. 
Si presenta ora spontanea la domanda : che cosa 
accade quando la forma (b) è semideflnita ? Lu 
risposta è che potrà accadere in certi casi Tuna 
cosih e in certi altri VaUvH-, uei tuira. 102 e seff. 
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delle citate mie hote critiche di Calcolo injìnitesi- 
maZe é discussa la questione con parecchi esempii 
fiotevoli. 



Dai teoremi precedenti risulta che la ricerca 
1 niassinìi e minimi per le funzioni di più va- 
riabili si riduce alla ricerca delle condizioni per- 
ché una certa forma di grado m, a coefficienti 
assegnati, sia definita o no. Il primo caso che si 
presenta é quello in cui si tratti di due sole va- 
riabili, e il grado della forma sia 2, cioè la forma 
sia quadratica; trattiamo perciò di questo caso. 
Si abbia la forma quadratica 

dove A, B, C sono dei coefficienti qualunque, e 
ricerchiamo le condizioni necessarie e sufficienti 
perché essa sìa defluita. 

Se poi si tratti dell'applicazione alla teoria dei 
massimi e minimi, i coefficienti A, B, C, avranno 
naturalmente i valori: 






Xi^=.tU 



3^2 =«2 

V r xj Jx,=ci, 



a"2="a 



Se la forma quadratica deve essere definita 
positiva, evidentemente A q C debbono ^^'ì*»^^^ ^^^- 



-,. I 
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« 

sitivi perché ponendo in particolare h2 = (^o\\ 
hi — 0, la forma diventa rispettivamente A h^, 
vero C/ig* che devono essere delle quantità 
sitive. 

Scriviamo ora la forma quadratica nel segu< 
modo 

■^((Ahi + Bh^f + (AC-B*)hA. 

Si vede di qui che 

AC-JS« 

deve essere positivo, perché, potendo scegliere /i 
in modo qualunque, se li scegliamo in mani 
che sia . 

e AC—B^ fòsse negativo, tutta la forma per 
valori di Ai/ig, avrebbe un valore negativo. 

D'altra parte se AC—B^ è positivo, si v 
immediatamente che per qualunque valore re 
di h^h^^ la forma ha sempre il valore positivo 

Se la forma deve invece avere un valore ne 
tivo qualunque sieno i valori di h^h^, cogli sU 
ragionamenti, si trova che A e C debbono ess 
■ negativi, e AC — B'^ deve essere positivo; dum 
possiamo dire che perchè la forma quadratica 
definita deve sempre essere 

AC— B8>0, 

e, soddisfatta tale condizione, se poi A è. posil 
la forma è positiva, e se A è negativa, la form 
negativa. 
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• 

bene notare che, colla condizione posta, AeC 
)no essere necessariamente dello stesso segno, 
[menti AC—B^ sarebbe negativo, 
a quanto si è detto si può anche dedurre che se 

*gaiivo, la forma non è di segno costante cioè 
la forma indefinita. 

alla teoria delle equazioni di 2° grado si sa 
A C—B^ e il cosiddetto discriminante dell'e- 
zione 

Az^ + 2Bz+C=(\ 

le le radici di tale equazione sono reali o im- 
^inarie secondoché A C— B* è negativo o po- 

^0. 

ra la nostra forma quadratica può scriversi 

secondo fattore è proprio il primo membro 
[uell'equazione di 2° grado quando vi si pone 

-7-^. Possiamo quindi dire che la forma qua- 

ilo 

tica sarà definita o indefinita secondoché quella 

azione quadratica ha le radici immaginarie o 

li. 

io del resto può dimostrarsi anche diversa- 

ite; sia infatti positiva la espressione 

ìunqae siano i valori di h^ /io\ <Vfò\e ^Wo^^ ^'5s^^^<^ 
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positivo il secondo fattore, essendo il primo un qua- 
(Irato. Se quella equazione quadratica avesse le 

radici reali «, p, (a<p), ponendo per -^ prima un 

valore minore di a, e poi un valore maggiore di 
a ma minore di p, il polinomio acquisterebbe due 
valori di segno contrario, mentre che per le nostre 
ipotesi esso deve acquistare sempre un valore di 
segno costante. Dunque le radici di quella equa-- 
sione devono essere immaginarie. 

Nel caso che le radici sono reali, il polinomio 
cambia di segno perché passa per zero ogni volta 

che il rapporto — passa per il valore di una delle 

radici. 

Abbiamo esaminato i casi in cui il discriminante 
«ì positivo o negativo; resta a considerare il caso 
in cui quel discriminante è zero, ^l^^ra le due 
ladici della equazione di 2^ gradò sono reali ed 
uguali, e il suo primo membro è 



^(A/.,.|-BA,y 



Ah 

e quindi il suo segno è sempre costante e dipen- 
dente da quello di A. Siamo però qui nel caso di 
una forma semìdefinlta, giacché essa si annulla pei 
valori /li e h., che non sono solamente i valori 

h B 

//j = /i., =0, ma son tali che y-^ = -z. 

/?2 A 

In questo caso non possiamo dalla teoria espo- 
sta dedurre nulla in rapporto alla esistenza dei 
massimi o minimi. Si potrà con profitto riscon- 
ìrare quanto abbiamo espoaVo xv<i\ xv. IQ^ e seg. 
felle Note critiche di Calcolo intxaUe^lmaU, 
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Vogliamo ora risolvere un'obbiezione che si po- 
rrebbe fare. Si potrebbe credere che la condizione 
la noi stabilita perchè si abbia un massimo o 
minimo, che cioè una certa forma di grado pari n 
sia definita^ cioè sia di segno costante per tutti i 
sistemi di valori delle h, sia una condizione più 
ristretta di quella che occorre effettivamente per 
il massimo o minimo. Perché dalla teoria dei 
massimi e minimi risultava che esiste un mas- 
simo o minimo quando quella certa forma di. grado 
n è di segno costante, ma per valori delle h assai 
prossimi a zero, cioè quando si possa sempre tro- 
vare un campo di variabilità delle h^h.2 at- 
torno il punto zero, tale che per ogni sistema di 
valori delle h comprese nel campo, quella forma 
abbia segno costante. 

Ora non è difficile far vedere che le due condi- 
zioni si equivalgono perfettamente, cioè che, se la 
forma è di segno costante per valori di h prossimi 
al valore zero, sarà di segno costante per valori 
qualunque delle h anche grandissimi. 

Perché, tornando alla forma quadratica di due 
sole variabili, se essa è di segno costante, p. es. 
positiva, per tutti i valori di /i^ e h^ minori rispet- 
tivamente di ijL e 62 in valore assoluto, per altri 
valori di h^h^ p. es., k^kz maggiori in valore as- 
soluto di €^ e 82, noi possiamo sempre trovare un 
numero positivo &> tale che sia 

/Cg = 0) /I2 

love h^h^ sieno minori in valore assoluto di i^ e i.^. 
Basterà perciò prendere o) maggiore de\ vcv^o.^^\w^ 
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dt^i Valori assoluti dei due rapporti 

k, k, 

» 

Facendo allora quelle sostituzioni, si ha 
Aki^ + '2Bk^k%+Ck.* = ^{Ahi*+2Bhihi + Chi^) 

e quindi, se il secondo fattore del secondo mem- 
bro è positivo, lo deve essere sempre anche il 
primo membro. 



Come esempio della teoria dei massimi e mi- 
nimi scegliamo il seguente: Vogliamo determinare 
il triangolo iscritto in un cerchio e che abbia la 
massima area. 

Scegliamo un punto arbitrario A della circon- 
ferenza come un vertice del triangolo iscritto; la 
questione si ridurrà a trovare gli altri vertici. 

Pel punto A conduciamo il diametro AO,e sce- 
gliamo come incogniti gli angoli che due lati del 
triangolo partenti da A formano con tale diame- 
tro, e che chiameremo rispettivamente 6 e 9. Si 
per valori di tali angoli troveremo due valori d 
segni contrari, vorrà dire che i due lati del trian 
golo partenti da A stanno da parti opposte de 
diametro, e se troveremo due valori dello stess( 
segno, vorrà dire che i lati del triangolo massim» 
stanno dalla medesima parte del diametro. 

L'angolo dei due lati del triangolo, cioè Tangol 
in A sarà espresso in generale dalla differenzi 
degli angoli 6 e 9 che i due lati formano col dia 
metro; cioè sarà 6 — 9. 
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Dùnque Varca del triàngolo sarà 

1 
Area =-;j-^ B ,A C.sen(6--9) 

d essendo 

AB = 2r cos 6 
A C = 2r cos 9 

love r é il raggio del cerchio, si ha 

Area = 2 r* cos cos <p sen (6 — <j>) =/. 

Si ha dunque una funzione / delle due variabili 
) e cp che bisognerà rendere massima. 
Formiamo le derivate parziali rispetto a e e © : 

df ' 

~ = - 2 Tg sen e cos 9 sen (0 - 9) + 2 r* cos cos «> sen (0-o) 
= 2 r^ cos 9 cos (20 — 9) 

/ = — 2 r« COS cos (0 — 2 ©) 
^= — 4 r» COS 9 sen (2 — 9) 

aer© 



= 2 r« sen 2 (0 — 9) 



z-^ = — 4 r* COS sen ^0 — 2 9). 

Per avere i valori di 6 e 9 che corrispondono 
ad un massimo dobbiamo porre eguali a. zero le 
prime derivate cioè 

cos 9 cos (2 — 9) = 
cos cos (0 — 2 c§) = 0. 

Pascal, Calcolo infinitesimale, 1. "^^ 
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Ma evidentemente, per la natura del prò 
che stiamo trattando, gli angoli e e cp non pc 
essere né angoli retti né multipli di angoli 
quindi coscp e cose non possono essere ze 
perciò dobbiamo porre 

cos (2 e ~ (p) = 
cos(e — 2<p) = 



ionde 



9-.2, = | 

Vediamo che cosa diventano con tali va 
seconde derivale; ricordando che 

^^'-6- = "2-' 
essi diventano rispettivamente 

— 2\/'3r2 , +v/'5r« ^ —2\/Tir^, 

Moltiplicando il primo e ultimo termine 
traendone il quadrato del secondo si ha la 
tità positiva 9rS e quindi ne conchiudiam< 
per gli indicati valori di e cp la funzione 
effettivamente un massimo o minimo; ossei 

poi che -^ è negativo possiamo finalment 

chiudere che si tratta di un massimo e non 
minimo. 
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Avendo trovato che 9 e 9 sono eguali e di se- 
?no opposto ne conchiudiamo che i lati A B, AC 
lei triangolo sono situati da parti opposte del dia- 
metro passante per A, e formano con tal diametro 
angoli eguali, e l'angolo che formano fra loro è 
la terza parte di due angoli retti. Il triangolo che 
cosi si viene a formare é, come é facile vedere, 
un triangolo equilatero; dunque il triangolo iscritto 
nel cerchio e avente la massima area é il trian- 
golo equilatero. 

§ 4. Calcolo dei massimi e minimi nel caso delle 
ftinaioni implicite. — In questo paragrafo non do- 
vremo esporre una teoria nuova, ma dovremo solo 
mostrare come si possano disporre opportuna- 
mente i calcoli nel caso in cui la funzione sia 
data sotto forma implicita. 

Supponiamo in generale che sieno date m equa- 
zioni fra m-^-n variabili 

/i (a?4 a?2 . . . a?« «^4 ^2 • • • ^m ) = 



Queste equazioni possono determinare le m va- 
riabili giUz'^^ym in funzione delle altre variabili x. 

Si vogliano calcolare i massimi o minimi di una 
di queste funzioni, e naturalmente si voglia con- 
durre il calcolo senza supporre prima fatta la ri- 
soluzione di quelle equazioni. 

Osserviamo che se supponessimo sostituite in 
quelle equazioni in luogo delle y le loro espres- 
sioni in funzione delle ar, i primi membri risulte- 
rebbero funzioni delle x identicamente zero per 
qualunque sistema dì valori deWe ae » c\\vvwò\ ^\ ^\V 
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ferenziale totale di quei primi membri delle e 
•zioni possiamo porlo eguale identicamente a 2 
abbiamo perciò 



m 



8/i 



»A 



dx 



•<'«i + 3^'<^»« + --- + r^*rfi'i+--+^-rf! 



dx. 



^Ui 



3/i 



cym 



8/. 



'M.d.,+^^^dx,^...^ 



»/. 



&/. 



^y.'"''^-^^'"' 



Se ora la funzione y^ delle variabili a?£ x^ . . . Xn 
esser tnàssima o minima, debbono essere zero 
ie sue derivate parziali di V ordine, cioè ti 
coefficienti dell'espressione del differenziale t 
della funzione y^> 

Per trovare la espressione di d^^, abbiam 
risolvere un sistema di m equazioni lineari 
m incognite dy\, dy^i'-^ yd ym. 

Abbiamo cosi; 



dyi = —^dxi 
II 



• • • -w^ W *Cn 

il . 



dove 



r. — 




.... 


■■ 1 


dfm 

^ • . • . 

ciyi 


vym 



e ^1 . . . Xn sono i determinanti formati sostitu( 
in questo, in luogo degli elementi della prima 
lonna, rispettivamente gli elementi : 

?/i a/m 



^a?4 



e 3e 



^eu A\ 
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dA ^U 






per X^ 



^2 



per Xn. 



dXn dXn 

Stabilendo allora le equazioni 

X^ = (S X^ = ... .Yn=0 

abbiamo in tutto, insieme colle equazioni date, un 
sistema di m + n equazioni, che determinerà i va- 
lori di tutte le m + 'i variabili. 

Se la ^1 può diventare massima o minima, essa 
lo dovrà necessariamente diventare per uno o più 
dei sistemi di valori delle x che si sono ricavati 
in tal maniera. 

Il problema che abbiamo risoluto contiene come 
■caso particolare quest'altro: 

Sia data una funzione y esplicitamente nelle va- 
riabili Xi^x.2.,,xn e si supponga che fra queste va- 
. riabili sussistano una o più relazioni. Si voglia 
t ricercare il massimo o minimo della funzione y. 
Questo problema si può trattare come il prece- 
dente supponendo che le funzioni /j/g . . . sieno ri- 
spettivamente della forma 

y — fiX\ ^2 . . . a?n ) = 

- (^ (X^X^. . .Xn) =0 



i 



cioè che la prima contenga tutte le variabili del 
problema che sono y, x^, a?2, . . . , Xn, e le altre con- 
tengano sólo le variabili a?i ^x^g • • • ^«. 
Supposto che queste equazioni sìetvo Vcv xvvvecv^'^^ 
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dì m, esse potranno det^minare m delle varie- 
bili, fra cui y, in funzione delle altre 

71 — m + l* 

Vogliamo applicare questo metodo ali* esempio: 
Ricercare fra tutti i triangoli che hanno il mede- - 
Simo perimetro, quaVè quello che ha la massima 
area. 

Chiamiamo x^^x^.x^ i tre lati del triangolo; se 
y é Tarea del triangolo, e 2/) il perimetro dato, 
abbiamo le equazioni 

V P(P — ^i) KP — ^s) (/> — ^3) — £^ = 
Xi + Xf + Xs — 2p =0, 

che, differenziate, danno: 



'l\/p—x^ ^ 2\/p—x^ 

^>/£lpE^^^dx,--dy^O 
2v/p — a?3 

dXi + dXi + dx^ =0. 

Considerando come incognite in queste due equa- 
zioni dy e rfa?3 e risolvendole si ha 

«^ V 2V (/)-a?4) ^2Y {/)-a?3) / * 

\ 2Y (p-x^) ^2V (/) — «3) / * 

Seguendo la teoria sviluppata di sopra, bisognerà 
porre eguali a zero i coeffv^\fexvV.\ ò\ d»v^ dx^, ^ 
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restano cosi le equazioni 



\ì p{p'X^){p^x^) _t/ p(/)-a?g)(p-a?3) _jij p{p-x^){P'X^) 

donde 

/) — ^1 = /> — ^2 = p — a?3 

e quindi 

2/) 
3 • 



«?£ iH/o «P^ 



Ricaviamo quindi che il massimo triangolo fra 
tutti quelli che hanno il medesimo perimetro è il 
ttiangolo equilatero. 



CAPITOLO V. 
Alcane applicanoni analitiche. 

§ 1. Limite del queaiente di fìnusioni — Forme 
indeterminate. — Loro risolnaione. — Immaginianio 
una funzione composta di due altre di una varia- 
bile indipendente, mediante la formola 

e supponiamo che per x = a, le due funzioni (p (x) 
•j(x) tendano ambedue a zero. Allora il valore 
del limite di /(a?) per x = a si presenta sotto la 

forma -j^. 

Una tal forma non rappresenta un valore deter- 
minato; infatti al quoziente -^r può assegnarsi un 

qualunque valore A finito o zero, e resta sempre 
soddisfatta la proprietà del quoziente che il nu- 
meratore è eguale al denominatore moltiplicato 
per il quoziente A, perchè si ha sempre la identitài 
A . = qualunque sia A: 
Siamo dunque in presenza d\ xma Jorma ^^'sxd-- 
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detta indeterminata. Il problema che ci proponiamo 
é il seguente : Cercare il limite di f(x) per x = a. 
Nella ricerca di tal limite consiste il cosid- 
detto problema della risoluzione dell* indetermi- 



nazione -^. 



Oltre della forma indeterminata r^ se ne possono 
presentare delle altre. Cosi le forme 

^ , 00. , 00» , 1» ,0*» , 00 — 00 

00 

sono altrettante forme indeterminate, come sa- 
rebbe facile far vedere direttamente. Però la riso- 
luzione di tutte queste indeterminazioni si può 
ricondurre sempre alla risoluzione di una inde- 
terminazione del tipo -TT, come faremo vedere più 

avanti. La indeterminazione -7; si può chiamare 

perciò la indeterminazione fondamentale. 
Le ipotesi da cui partiamo sono che 

lim<p(a?) = e lim<Ka?) = 

La risoluzione generale del problema propostoci 
è irta di difficoltà e di eccezioni ; per ragioni di 
brevità noi ci soffermeremo però solamente su due 
casi che possono considerarsi i principali, mentre 
per maggiori particolari rimandiamo ai n. J06e seg. 
delle citate : Note critiche di Calcolo infinitesimale. 

Questi due casi sono : 
1»® Le derivate delle due funzioni esistano nel 
punto a.. 



■ T-" 
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2.® Le derivate delle due funzioni esistano in 
un intorno di a, e le funzioni sieno continue in a. 

1.° Caso. — Poiché le derivate delle due funzioni 
esistono nel punto a, é chiaro che le funzioni deb- 
bono esistere non soltanto in a, ma anche in un 
intorno di a, ed essere continue in a ; per conse- 
guenza i limiti delle funzioni per a? tendente ad a, 
saranno i valori delle funzioni in a. 

Intanto può scriversi identicamente: 

""Q 7—— = lim 77-7 rr-r = -7— rr--, 

x=« ^ (a?) x=a ^ (a?) — ^ (g) ij^ ^(a?)>-4>(g) ' 

x — a x=a x — a 

giacché, essendo per ipotesi : 

lim<j>(a7)=:0 , limù/(i») = 0, 

per effetto delia continuità delle funzioni in g, sarà 
anche 9 (g) = ^^g) = 0. 
Di qui : 

lim^-^=:l'^^ 

Onde : se le derivate delle due funzioni esistono 
nel punto g, e non sono entrambe uguali a zero^ 
il limite della fipe) sarà dato dal loro rapporto. 

La questione però non sarà risolta se entrambe 
sieno zero nel punto a. Ma se soltanto Tunà l'al- 
tra è zero, e se supponiamo che essendo zero la 

derivata dì <{/, il rapporto incrementale non 

tenda a zero cambiando infinite volte di segno, 
Hllora il limite di /(a) ràxiWa ^^\.^^\»:\w^cb.- 
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2,** Gaso. — Potremo scrivere applicando una 
formola nota (v. Gap. HI, § 1): 

cp (g + ^) -" ? (^) _ 9'icL-\'^h) 
^(« + A)_^(a)-ò'(a + o/i) 

formola che sussiste supposto che Y{x) sia sem- 
pre diversa da zero in un intorno di a. Essendo 
ora, per effetto della supposta continuità in a, 

tp (a) = H«) = 0, 

si ha 

<p (g 4- A) <pVa-f e/i) 
ò(a + /i)~''y(a + 0A)* 

Se dunque esiste il limite del rapporto rfr-l e in 

tutto un intorno di a la derivata di «j/ è sempre 

diversa da zero, il limite di ~~ esiste esso pure 

e coincide col primo. 
Conviene osservare che è ben vero che resistenza 

del limite di tt-/— r col tendere di a? ad a porta con 

f(a7) 

sé l'esistenza del limile di tn — r-rrr col •tendere 

»j^' (a + Q ^) 

di A a zero, ma la cosa non è reciproca. Potrebbe 
esistere il limite di questo secondo rapporto e 
quindi esistere lim/(a7), ma non esistere quello del 

primo, e ciò in causa di e, che potrebbe variare 
in modo discontinuo, quando h varia in modo con- 
tinuo, per modo che il prodotto e h potrebbe ten- 
dere a zero, (cioè a-\-^h tendere ad a^ ^Ciw ^<ks:- 
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correndo un arbitrano grappo di punti, tnà ima 
speciale. (Cfr. le osservazioni fatte alla fine del 
Gap. II, § 4). . 

Se invece esiste il limite del primo rapporto, 
esso, per ciò solo, esiste in qualunque modo ci 
avviciniamo ad a, e quindi anche 3e ci avvixsinas- 
simo in quello special modo .cui per avventura ci ^ 
può costringere la natura del nuipero 0. In con-. 1 
clusione, nelle ipotesi fatte, al limite del rapporto 
delle funzioni nel puntò a 8i può sostituire il li' 
mite del rapporto delle derivate nel m,edesimo, 
punto; se però non esiste il limite del rapporto 
delle derivate, non possiamo dire nulla suXVesi" 
stenza o meno del limite del rapporto delle fun- 
zioni. 

Un esempio di ciò è il seguente : 

' 1 

, , or^sen — 

co (X) . X 

f(^~log(l+a?)' 

il cui limite per ar = acquista la forma -^. 
Il rappòrto delle derivate è: 

1 l 

2 gc sen cos — 

a? X 



i-fa? 

che per a; = non tende ad alcun limite. Scri- 
vendo invece 

y (a?) __ X \_ 

^ (X) ~~ log (V -^ a\> 05 ' . 
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oc 
e osservando che lim . — -r-j- — - = 1 (v. più sotto 

pag. 206) si trova lim P~{ = 0. 



Passiamo ad alcuni esempi. 

Si abbia la funzione . Per a? = il limite 

CG 

di questo rapporto (che noi d'altra parte, sappiamo 

essere 1, v. Gap. I, § 11) si presenta sotto la forma 


indeterniinata -^. Vediamo come possiamo trovare 

lo stesso risultato, per la via qui indicata. 

Facciamo le derivate del numeratore e del de^ 
tiominatore e poi poniamo nel rapporto di esse 

07 = 0; si ha ' — -. — , che per ^=0 tende ad 1. » 

Colla stessa facilità si può calcolare il limite 

lim lzi°2Ì^. 

• - . » 

Si trova che esso è eguale a 

sen X 



lim 

«==0 1 



Cloe e eguale a zero, come già sappiamo. 
Cosi per lim èS si trova 

. «=0 X 



lim?«^** 



iX=-0 



1 
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cioè 1, e per 






lini ^ 
x=o log(l +a?) 


si trova 






- lim ] - 1 




1+0? 



Se il limite del rapporto delle due funzioni si 
presenta sotto la forma g, si può dimostrare un 
teorema simile a quello di sopra, cioè che se al- 
lora esiste il limite del rapporto delle derivate, e 
se ^' (x) non solo non è mai zero in tutto un in- 
torno di a, ma ha sempre il medesimo segno, esi- 
sterà il limite del rapporto delle funzioni e sarà 
eguale al limite del rapporto delle derivate. 

Di questo teorema però tralasciamo la dimo- 
strazione e passeremo invece a fare varie osser- 
vazioni. 

Prima di tutto osserviamo che i teoremi da noi 
enunciati, e colle condizioni enunciate , valgono 
naturalmente quando il punto a è un punto a di- 
stanza finita. Se a = oo. sussistono ancora dei teo- 
remi analoghi, ma bisognerebbe ricercare quali 
nuove condizioni sono allora necessarie per la 
validità dei medesimi teoremi. 

Osserviamo in secondo luogo che sostituendo, 

quando si può, il calcolo del limite del rapportc 

delle derivate a quello del rapporto delle funzioni 

può avvenire che anche il nuovo limite si preseat 

sotto forma indelerm\T\a\.a. 
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Però là sostituzione di un limite all'altro può 
essere vantaggiosa in altra maniera per il nostro 
scopo; giacché può darsi che nel rapporto delle 
derivate scompaia qualche fattore comune al nu* 
meratore e al denominatore: Uh esempio ci sarà 
utile per intendere meglio quello che vogliamo 
dire. 



Si abbia 



log(l+|) 







che diventa 7; per a; ==00. 
Facendo le. derivate si ha 

-?('+Tr' '+7 ■ 

a?*\ 'a?/ a? 

e per a? = oo si ha per lìmite a. Le due derivate 
sono anche esse zero, per a? = oo , ma contengono 
un divisore comune a?^ che si può sopprimere prima 
di passare al limite. 



Coi teoremi da noi dimostrati o enunciati si rie^ 
sce moltissime volte alla risoluzione delle indeter- 
minazioni -|T , — , però, non sempre ; perchè potrà 

accadere che il rapporto delle derivate si presenti 
eriche sotto forma indetermìnala *, ^Wcìt^ ^^<ò\x*^ 
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rìapplicarai lo stesso metodo tante volte quante 
ne occorre; e potrà poi anche accadere che ap- 
plicato quante volte si voglia, mai si giupga a ri- 
solvere Findeterminazione. 
Si abbia p. es. il rappocto 

-^— (71 positivo qualunque), 

che per a? = oo dà la forma indeterminata^. 
Facendo le derivate dei due termini si ha 

X 1 



na?»«-i nxn 

che per a? = oo é zero; onde: per quanto piccolo 
sia n (purché positivo), l'infinito di log x è sempre 
di ordine minore deW infinito di con ; cioè possiamo 
dire : V infinito di log x rispetto ad x è un infinito 
di ordine minore di qualunque ordine assegnabile. 
Consideriamo invece il rapporto 

— in qualunque positivo). 

Facendo le derivate dei due termini si ha : 

e^ 
n a?«-i' 

Se n è maggiore di 1, questo rapporto per a?=3o 
si presenta ancora sotto la forma indeterminata 
g, e facendo il rapporto delle derivate seconde, 
terze, ecc., si hanno successivamente le espres- 
sioni 

e^ e^ . 

« » eiiC 



n,n — i ^«-2 ' n.^—V^n — ^1 x'^-v 
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Se quindi n è intero, facendo il rapporto delle 
derivate n»^ dei due termini si ha 

tT! 

che per a? = oc è oo ; e se /i non é intero, facendo 
il rapporto dèlie derivate r^ dove r sia un numero 
intero maggiore di n, si ha 

ex 



n . (n — 1) . . . (n — r + 1) . a^—r 

dove l'esponente di oo al denominatore é negativo. 
Quindi questa espressione per a? = oo è infinita. 
Possiamo perciò dire che l'ordine dell' infinito di 
e^ è maggiore di qualunque numero n. 



Se ora passiamo a considerare le altre indeter- 
minazioni citate sul principio di questo paragrafo, 
troviamo subito che esse possono tutte ridursi al- 

V indeterminazione fondamentale -t^. 

Se, infatti, si ha una funzione del tipo 

cp {X) ^ (a?) 

e per a? = a sia 

lim 9 (a?) = 

lim «}/ (a?) = 00 

ponendo 

9 (a?) . ^ (a?) = ■-^- 

Pascal, Calcolo infinitesimale, 1. '^' 
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è chiaro che per a? = a il limite del rapporto di 

1 

cp (x) e di y-— si presenta sotto la forma rr. 

Se si ha una funzione del tipo 

cp {x) — •; (a?) 

il cui limite per x = a diventi della forma 

00 30, 

considerando l'altra funzione 



e?(x)-T(^)=:- 



^-'^(.)' 



il limite del secondo membro di questa per a? = a si 

presenta sotto la forma -rr, e quindi, risoluta questa 

indeterminazione, si potrà trovare il valore di 

lim e^(«)— T(a:) 

donde poi, passando al logaritmo, si troverà il 

lim (cp (a?) — •'i (a?)). 

Se infine si ha una funzione del tipo 

il cui limite per a? = a diventi di una delle tre forme 

Qo, 1^, ooo 

considerando il logaritmo della funzione data, cioè ^ 
log cp {x)'^^^) = •; (a?) log cp (x\ 

si ha una espressione il cui limite per a? = a sarà 
^f^mpre della forma . oc e qvimàW^ v\?»c:\vYL\cycvfc^^ 
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r indeterminazione si riconduce a quella di un'al- 
tra già considerata avanti. 

È naturale poi che molte volte si potrà evitare 
di ricorrere a questi artifizii per ridurre le altre 
indeterminazioni alla indeterminazione fondamen- 
tale, ma potranno anche adoperarsi artifizii diversi 
variabili da caso a caso. 

Cosi p. es., si abbia la funzione 

_!_ 
a?* 



f^^)=''ZA-^^^^^ 



il cui limite per a? = diventa del tipo oo — oj. 
Senza applicare la trasformazione indicata so- 
r pra, facciamo la seguente altra : 

1 . « 1 cos*a? sen^a? — a?*cos2^ 

— Ctff2d7 = — o — 



^ x^ '^ a?* sen*a? a?^sen*a? ~ 

(sen X — X cos x) (sen x-{-x cos x) 

a?* sen* a? 

(. , a? \ /sen x — x cos ^\ 
1 -A cos X ) ( ; ). 
' sena? /\ a?* sen a? / 

Per a? = il limite del secondo fattore si presenta 

sotto la forma ^; mentre il primo ha per limite 2. 

Risolvendo, colla riapplicazione successiva del 
solito metodo, la indeterminazione del secondo fat- 
tore, si ha 

jj sen X — X cos a? .. a? sen x 

x=o x^ sen X x=o 2 x sen a? 4- ** cos x 

_ I- sen X -{- X cos a? 

~" jr=o 2 sen x-^-Ax cos x — a?* sen x 
ri| Ijm 2 cos a? — ^ sen a ? _ 1 

W ~x=o6cos3e-^a)a^^x-x^CLVivx~" \\ 
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■'1 



onde rindeterminazione oo — oo della funzione data 
resta risoluta. 11 limile della funzione data per 
^ = è 

2 
3' 

§ 2. Detenninante fanaioiiale di più ftnudoni. — Bi 
pendenza ed indipendenza delle fonzioni di più Ta- 

riabili. — Si abbiano n funzioni y^y^^^'-yn di n 
variabili x^x^ a?» , e si formi il determinante 



J = 



dXi ^a?2■ 


8»i 


dyn dyn 
d Xi d x^ 


"dXn 



\ 



Questo determinante si suol chiamare \\ deter- 
minante funzionale Jacobiano delle funzioni date, 
dal nome di Jacobi che per il primo lo studiò. 

Un primo teorema semplice sui determinanti 
funzionali è il seguente: 

Si immaginino le ^i ^2 • • • y* funzioni di altre n 
variabili z^z^'^^zn , e queste alla loro volta fun- 
zioni delle variabili indipendenti x^Xi^.^Xn, Se si 
cerea il determinante funzionale delle y considc' 
rate come funzioni delle x, esso é eguale al pro- 
dotto del determinante funzionale delle z conside- 
rate come funzioni delle z, per il determinante 
funzionale delle z considerate come funzioni delle x. 

Questo teorema ricorda quello riguardante la 
derivata di una funzione composta. La sua dimo- 
s trazione è facile. 
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Moltiplichiamo fra loro i due determinanti 



dz," 


' dZn 


dyn 

dz," 


dyn 

' dZn 



dz^ 


dz, 


3a?i ■ 


■•ìXn 


din 


iZn 


dx, ■ 


• ' dXn. 



Eseguiamo questo prodotto, formando la somma 
dei prodotti degli elementi in linea del primo de- 
terminante, per gli elementi in colonne del secondo. 
Se si combina la i»»»« linea del primo determinante 
coiry»»» colonna del secondo, si ha 

dUi dzi dy^ dzz dy^ d Zn 



dz^ dXj ' dz2 dXj 



d Zn d Xj 



e tale espressione (che formerà l'elemento di indici 
ij nel determinante prodotto) non è altro, per il 
teorema delle derivate delle funzioni composte, che 
la derivata di y^ rispetto a a?, cioè 

dXj ' 

11 teorema resta cosi dimostrato. 

Abbiamo già notato che questa proposizione ri- 
vela un'analogia che c'è fra l'operazione del deter- 
minante funzionale di più funzioni di più variabili, 
eoll'operazione della derivata di una funzione di 
una variabile. 

L'analogia può essere spinta anche più oltre. Si 
può dimostrare che se le y sono funzioni delle x, 
e se viceoersa le x possono considerarsi funzior ' 
delle t/, il determinante funzionale delle ij rl^^e^l 
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a/Ze a? Aa ?7 calore inverso di quello delle x ri- \ 
spetto alle y. ! 

Si possono dimostrare anche altri teoremi che 
stabiliscono sempre più intimamente l'analogia di 
cui si parla ; ed é per tale analogia appunto che 
si usa indicare i determinanti funzionali con un 
simbolo analogo a quello delle derivate : per indi- 
care il determinante funzionale delle funzioni y 
rispetto alle variabili x si adopera cioè il simbolo 

d (a?j[ a?2 • > . ^n )* 

La dimostrazione del teorema enunciato si fa 
applicando il precedente; se le y si considerano 
funzioni delle x, e queste reciprocamente funzioni 
delle y^ le variabili y considerate come funzioni 
delle y §tesse saranno le funzioni identiche 

yi=yii' • ' yyn =^ yn , 

e quindi il determinante funzionale delle prime 
variabili rispetto alle ultime avrà per valore 1, 
donde si ha l'assunto. 

Un' altra proprietà, anche assai facile a dimo- 
strare, è quella rappresentata dalla forinola 

^iyi'" y» yjj^i "-yn) d (yj^i^.-yn ) 

("(yi" • yi ^«+1 "*Xn)~~' d («1+1 . . . a?» )* 

Ma un teorema sopra tutti importante é quello 
che si riferisce all'indipendenza o dipendenza delle 
funzioni. 

Se il determinante funzionale delle funzioni 
HiVi-'^yn rispetto alle variabili x^x^,. ,Xnè iden- 
ticamente nullo (qualunque sìetio t tjalorl AaVVa ^, 
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compresi in un certo campo, e se una delle y non è 
una costante, le ^unzioni in quel campo sono fra 
loro dipendenti, cioè esiste fra i loro valori una 
più relazioni^ per modo che, determinati i valori 
dì alcune di esse, restano determinati i valori delle 
altre; e reciprocamente. 

Anche questo teorema può reputarsi analogo 
tìiraltro che se la derivata di una funzione é zero 
per tutti i punti di un intervallo, la funzione ha 
valore costante per tutti tali punti. 

Il teorema reciproco è facile a dimostrare. 

Se fra le funzioni esiste una relazione, p. es., 
yi = i(y2"-yn ), allora 

^^^ÌÌ|^3+...+|i|^ (. = 1,2,... n) 

e quindi gli elementi della prima linea del deter- 
minante sono le stesse combinazioni lineari degl 
elementi delle altre linee parallele, e perciò il de- 
terminante è zero. 

Supponiamo viceversa che il determinante é 
zero. Allora eliminiamo fra 



yn = cpn (a?£ . . . a!n ) 

le 71 — 1 variabili a?o...^«; resta una relazione 

^1 = H^l ^2 • • • ^n ) 

nella quale noi potremo dimostrare che non com- 
pare la variabile x^. 

Consideriamo y^y^- '-yn funzioni di x^x^.-- Xn le 
gualj a loro volta sieno funzioni di Xvy=i» • .^n A"^\ 



"1 
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ultime funzioni sarebbero ricavate dalle ultime 
n — i equazioni risolute rispetto 9i x^^.^^Xn, 

Applicando allora il teorema sopra dimostrato 
si ha : 

^ («1 ^8 • • . ^« ) (a?i a?2 . . . a?« ) ' ^ («i j^g • • • ^» )* 

Il primo fattore del secondo membro è per ipo- 
tesi zero, e quindi è zero lutto il seconde membra 
Vediamo che cosa è il primo membro. Esso è 

S//1 ^yi ^yj 



^y2 


^y2 
^y2 
^y2 


^yn 
^y2 


cx^ 


• • • o 
\ pyn 


dyn 


dyn 


l/n 



cxi dy^.'" dyn 
Ora se noi ricaviamo da 

^2 = 98 (^1 • • -^n ) 



yn = (pn (Xi . . . Xn ) 



le a?2 . . . ìTw in funzione di a?i ^g . . . ^n e poi le riso- 
stituiamo nelle yz^^.yn abbiamo identicamente, al 
secondo membro, y^-.-yn mentre che sostituendole 
In y^ abbiamo la funzione ^ di sopra. Quindi neV 
determinante scritto le derivate di ^g rispetto ayg, 
di y/g rispetto a ^3, ecc., hanno il valore 1, mentre 
tutte le altre derivate di ^g . . . ^n che vi compari - 
scono hanno il valore zero. 
// Jeierminante del pritao taetaXito ^.^^l^^xs^oT^ 



Cap. V. § 3. Determinanti di Wronski, 217 



superiore é dunque eguale semplicemente a 

ed, essendo poi zero il secondo membro, si ha 

dXi 

Eseguendo dunque l'indicato procedimento di 
eliminazione, la j/i non verrà più a contenere la 
variabile a?i, é quindi resta una relazione fra le 
sole ifiUt-'^yn, Con ciò il teorema è dimostrato. 

Possiamo applicare questo teorema per ricer- 
care quando uria finzione di due variabili aj^a?,, 
contiene queste variabili sempre sotto la forma 
a?i + ^^2 essendo k una costante, cioè, quando 
una funzione delle due variabili è funzione del bi- 
nomio a?^ + A ^2- Essendo eguali rispettivamente 
ad 1, e /: le derivate di tal binomio rispetto alle 
due variabili, si ha che la richiesta condizione è 



i k 



= 



cioè 



bXi e a?2 



§ 3. iBdipendenaa lineare delle ftmaioni di una sola 
Yariabile. — Detenninanti wronskianì. — La teoria 
che vogliamo sviluppare in questo paragrafo sarà 
utile nel calcolo integrale, laddove si parlerà delle 
cosìddetie equazioni differenziali \meuv\. 
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Si abbiano n funzioni ^15^2...^» di una sola 
variabile a?, e si foiini il determinante 



W= 



yi yi --yn 
yì yi "-yn 



/ 



y^'*~^^ ^2^""^^ . . . ^« <'*—^> 



dove la seconda linea é formata colle derivate 
prime degli elementi della prima linea, la terza 
linea è formata colle derivate seconde, e cosi di 
seguito. 

Questo determinante si usa chiamare wronskiano 
delle n funzioni date, dal nome del matematico 
polacco Wronski. 

Esso é naturalmente una funzione di a? ; noi ne 
vogliamo prima di tutto ricercare la derivata; e 
troveremo un risultato molto semplice ed elegante, 
cioè che la derivata del determinante W si ottiene 
semplicemente sostituendo agli elementi della linea 
contenente le derivate n — ì^ delle funzioni, le 
rispettive derivate n»^. 

La dimostrazione di questo teorema risulta im- 
mediatamente applicando quello sulla derivata di 
un determinante di cui abbiamo trattato nel Gap. II. 
§ 8, e osservando che ti — 1 dei determinanti otte- 
nuti applicando la suddetta regola sono zero iden- 
ticamente, perché contenenti due linee identiche. 

Una importante applicazione di questo teorema 
è data da quest'altro: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè /re 
pia funzioni di una stessa variabile x non esistO' 
alcuna relazione lineare omogenea a toeJf.Gie-n.ti 
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costanti per un (yzmpo di valori di ce, è che il loro 
wronskiano non sia identicamente zero per tutti i 
valori di x di tal campo, 

È chiaro che se fra le funzioni esiste una rela- 
zione lineare omogenea, gli elementi di una delle 
colonne del determinante sono combinazioni lineari 
degli elementi delle altre colonne, e quindi il de- 
terminante è zero. 

Dimostriamo ora il reciproco. Indicando con 
Ai.^.A^ i complementi algebrici degli elementi 
deirultima linea nel determinante W, per i teoremi 
sui determinanti, si hanno le identità (avendo an- 
che supposto che W=0): 

-Ai^l +A^yi -{•.,, + Anljn =0 

-Ai^i' +^2^/ +... + A«^,.' =0 

-^1 ^i<"-^> + ^2 Ì^«<"-3> 4- . . . + A« y « («-3) = 

-Al y i(— 1) + A^ y^in-\) + . . . + A« ^ « ("-!) = W = 0. 

Da queste n equazioni lineari omogenee nelle 
quantità A^ Aj . . . Ah si ricava che queàte sono pro- 
porzionali ai minori contenuti nella matrice for- 
mata coi coefficienti; ma tale matrice non é altro 
che la matrice M% i cui minori, come si sa, non 
sono altro che le derivate delle quantità AjAj. .. Aw 
rispetto ad x\ dunque, possiamo conchiudere che, 
neiripotesi fatta di W= 0, le quantità A^ A, . . . A« 
sono rispettivamente proporzionali alle loro deri- 
vate, cioè che 

rf At e/ Ag dAn 

dx _ dx __ _ dx 



\ 
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dAi , ' : 

Intanto dx non é altro che la derivata del lo- ; 

~Ar 

garitmo di A% ; onde nelle ipotesi fatte le funzioni 
Al A2 . . . Aw sono tali che le derivate dei loro lo- ; 
garitmi, o, come si dice, le loro derivate logarit- 
miche, sono tutte eguali; quindi i loro logaritmi 
non possono che differire per costanti, cioè pos- 
siamo scrivere 

logAi— log«i=logA2--loga2=:r... = logA» — loga« 

dove log a^, log aj, ecc., sono delle opportune quan- 
tità costanti che noi, per nostra comodità, abbiamo 
voluto porre sotto la forma di logaritmi. 
Di qui si ha 



log — = log —? = ... 



donde 



«1 «2 



«1 "2 



cioè le A| Ag . . . sono proporzionali a delle quan- 
tità costanti vittg... Quindi, se nella relazione 
omogenea identica 

^ i ^1 + ^2 1/2 + • • • + ^« ^» = 

noi sostituiamo alle A le a, che sono ad esse pro- 
porzionali, abbiamo 

«1 1/1 + «2 ^2 + ••• + «« y» = 

che é una relazione lineare omogenea a coefficienti 
eostanti fra le date funzioni y. 



CAPITOLO VI. 

Applicazioni geometriche. 
Principii di geometria differenziale. 

§ 1. Arco e corda di una curva piana o storta. — 

Nella teoria delle curve è importante introdurre 
la considerazione di una certa grandezza che si 
chiama l'arco della curva. Noi non siamo in grado 
ora, senza i principii del calcolo integrale, di fare 
una teoria completa di questa grandezza, ma ci è 
indispensabile di citarne almeno i principali ri- 
sultati, perché dovremo introdurre spesso nelle 
formole il simbolo di essa. 

Se immaginiamo fissato un punto A della curva 
e un filo flessibile e inestensibile partente da quel 
punto e avvolto sul ramo della curva sino ad un 
punto B, la lunghezza del filo da A sino a B sarà 
una certa grandezza variabile col variare di B; e 
tale grandezza si chiama Varco della curva. 

Se poi congiungiamo i due estremi A, B con una 
retta, la lunghezza di tale retta si chiama la corda 
corrispondente a quelVareo. 

Queste definizioni si possono dare sia per curve 
'^ìane che per curve storte. 



222 Gap, VI. § /. Arco di curva. 



Immaginiamo le coordinate della curva espresse 
in funzione di un parametro t. 

Ad ogni valore di t corrisponde una posizione 
del punto B ; onde ad ogni valore di t corrisponde 
un unico valore dell'arco, e un unico valore della 
eorda (intendendo che il punto A resti fisso). 

Queste due grandezze che indicheremo rispettiva- 
ménte con s e e sono due funzioni del parametro i\ 
e per il valore di t corrispondente al punto A, esse 
hanno ambedue il valore zera Non siamo ora in 
grado di dare l'espressione di 8 in funzione di t 
(V. voi. II, Gap. VI, § 2); ma possiamo però dare 
l'espressione di e. 

Supposto il caso di una curva piana, se a?'^' sono 
le coordinate del punto A, e a?, y quelle del punto 
J5, é chiaro che x—x\y — y' sono le projezioni 
della corda A B sugli assi delle x e delle y. Se gli 
assi sono rettangolari, si ha: 

c« = (a? - 0?')» + (i^ - yO* 

essendo allora e l'ipotenusa di un triangolo ret- 
tangolo di cui i cateti sono eguali a « — a?',^ — ^ 
rispettivamente. 

Supposto of, y espressi in funzione del parame- 
tro U sia eZMa differenza fra i valori del para- 
metro nei due punti E e A, 

Le differenze x — ocf^y — y* saranno gli incre- 
menti delle coordinate x, y nei due punti; li indi- 
chiamo con Aa? e A^, e si sa che tali incrementi 
differiscono dai differenziali delle funzioni ^, e ^ 

cioè da rf a? = -y- dt^dy —^ d U per infinitesimi di 



-1 



ordine superiore rispelVo adi. 
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Possiamo dunque dire che si ha : 



'=^mFm-"+ 



ia 



essendo «o una quantità infinitesima di ordine su- 
periore rispetto a di. Dì qui si ha 



dt ^\dt)^\dt) ^dt' 

Passando al limite per rf^ = 0, -^ va a zero per 
la detta proprietà di », la corda e diventa zero, 
mentre il rapporto -t- resta espresso dalla formolo. 

Ora se la corda e partente dal punto fìsso A, la 
consideriamo una funzione di t^ il lìmite che com- 
pare al primo membro, non è altro che la deri- 
vata di tale funzione, e quindi abbiamo con quella 
formola V espressione della derivata della fun- 
zione e. 

Se facciamo convergere dt a zero, la corda e 
converge evidentemente a zero, mentre anche 
l'arco s, contato a cominciare da A, converge a 
zero; se invece l'arco s non è contato a comin- 
ciare dal punto A, ma da un punto qualunque 
della curva, allora, per d^ = 0, converge a zero la 
difiterenza fra i valori di s nei due punti B e A, 
cioè « — «'. 

Sarà dimostrato nel calcolo inlegra\^ ^\\^ V\ Vv- 
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mile del rapporto della corda al proprio arco è 
Vunitày cioè se e è la corda deirarco A B, e 8— s' 
è l'arco A B, 



lim 



8 — 8' 



donde 



im-j-: = lim ~-7-T- 
dt dt 



Per c/^ = 0, lim— -TT— non é altro che la deri- 

, dt 

vata della funzione 8 nel punto A : dunque Yespres- 

sione della derivata delVarco- che chiameremo al 

,.. ds . 
solito -7-:. e 
dt 



T.-t^hm- 



Questa formola può porsi sotto la forma diffe- 
renziale, lasciando cioè indeterminata la variabile 

indipendente t: ' 

d8 = yjdòc'^ ■\- dy*. 

Per una curva storta si può fare perfettamenle 
lanalogo procedimento e si ha 

d8 = \Jd ^* + rf ^* 4- ^ '^** 

Da queste due formole se ne possono avere al- 
tre di uso frequente. 
Dividendo per ds^ si ha 

(-7-) +(77^) = ^ nel caso di curve piane 
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- .. dx da . 1 j • 

I rapporti -r— , -j^ ecc., possono intendersi come 

le derivate di x^y rispetto a s quando si prende 

come variabile indipendente la s. 

Derivando allora daccapo rispetto a s, si hanno 
le formole identiche 

dx d^ X d y d^ tj _^ 
ds ds^ ds d s^ 

dx d^x , d u d u* , d z d^ z ^ 
ds ds^ ^ ds ds^ dsds^ 

Prima di entrare nelle considerazioni di Geome- 
tria differenziale é utile premettere un'osservazione 
fondamentale da tenere sempre presente. 

Quando é data una curva piana di equazione 
f(^y) = ^, psr ogni valore, di x vi saranno in ge- 
nerale più valori di //; il che geometricamente cor- 
risponde al fatto che una retta parallela alFasse 
di y incontra la curva in più punti. 

Per potere quindi considerare la y come una 
propria funzione di x ad un sol valore., bisognerà 
sempre intendere spezzata la curva data in tanti 
tratti, dei quali ciascuno deve considerarsi se- 
paratamente. 

§ 2. Tangente e normale alle curve piane. — Con- 
sideriamo due punti abbastanza vicini su di uno 
stesso ramo di una curva piana, e la retta che li 
congiunge. 

L'equazione di tal retta sarà : 

essendo A il coefficiente angolare d^W^ ^^\X.^^^\^^ 

Pascai., Calcolo infinitesimale, 1. '^^ 
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la tangente trigonometrica deirangolo che la retta 
forma colFasse di a? ; ed essendo a?, y le coordinate 
di uno dei due punti della curva. 

Ora immaginiamo che Taltro punto della curva 
si avvicini indefinitamente al punto x, y, sino a 
coincidere con esso; nella posizione limite la se- 
cante si chiama tangente della curva. L'equazione 
di tale retta non differirà dall'equazione scritta 
sopra, che per il solo valore di A. 

Sappiamo già dal Cap. Il, § 1, che nel caso li- 
mite il coefficiente A diventa la derivata di y ri- 
spetto ad X nel punto (x y). L'equazione della tan- 
gente ad una curva y ==f{x), è dunque : 

Y^y = y^(X^x) (1) 

o anche 

dy ~~ dx 

La normale poi alla curva in un punto è la per- 
pendicolare alla tangente nel punto di contatto. 
Per trovare quindi l'equazione della normale bi- 
sognerà condurre la perpendicolare alla retta (l)nel 
punto (a? y). Ora i coefficienti angolari di due rette 
fra loro perpendicolari debbono essere di segno 
contrario ed inversi l'uno dell'altro ; perciò il coef- 

1 
ficiente angolare della normale deve essere j , 

e la normale avrà per equazione: 



vr 
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o anche 

(X- x)dx + (Y—y)dij^O. 

Immaginiamo ora una curva la cui equazione 
sia data da una relazione della forma : 

La derivata di y rispetto ad oo si esprime colle 
note formole mediante le derivale parziali di / 
(v. Cap. II, § 9). Sostituendo dunque tale espres- 
sione si ha per equazioni della tangente e della 
normale le seguenti : 

^ ^^ dx d y I 

Supponiamo ora che l'equazione della curva an- 
ziché data sotto le due forme avanti considerate, 
cioè y=zf(x) ovvero f(xy) = 0^ sia data sotto la 
forma 

x=^o{t) , y = ^{t), 

essendo t una variabile indipendente. 

Allora tutta la questione si riduce a determinare 
la derivata y' rispetto ad x espressa mediante le 
derivate delle funzioni <p, '|. 

Fra le equazioni precedenti eliminando t deve 
aversi l'equazione della curva f(xy) = 0; se in tale 
equazione poniamo per a?, ^ le espressioui !^rece- 
denU in funzione dì t abbiano \xx\a \dexv\\V^, qv\A^ 
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la derivata rispetto a < è evidentemente zero, cioè 

dx dt~^ d tj dt 
donde : 

dx' dy dt' dt dt' di' 

e quindi si hanno per nuove equazioni della tan- 
gente e della normale le seguenti: 

Possiamo ora passare a calcolare i coseni ed i 
seni di direzione della tangente e della normale. 

Sappiamo che la tangente trigonometrica del- 
Tangolo che la tangente alla curva fa coirasse di 
w è y\ e per la normale tale tangente trigonome- 
trica é invece 7-. Chiamando 6, e' gli angoli 

che la tangente e la normale fanno con a?, si ha 
perciò : 

1 

tange = £/' , tange'=— — 

y 
donde, colle formole di trigonometria, 

1 u' 

cos e r= ± ^ , cos e' = zb ^ '^ 

v/l + /y'* v/TTT^ 

u' 1 

scn r-=z dz "^ - so.w </ —- -iz. . 
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e la varietà dei segni dipende dall'arbitrarietà, 
si ha, di considerare un angolo piuttosto che 
altro fra i quattro di quelli che formano fra 
) due rette. 

oir introduzione del differenziale d s dell'arco 
§ 1) noi possiamo esprimere in modo semplice 
)seni e seni di direzione della tangente. Pos- 
no cioè* scrivere 



COS0 = 



dx 



ds 

d u 

sen e = -r^.. 

ds 



Ihiamiamo lunghezza della tangente e della 
'male i segmenti di tangente e di normale ri- 




ttlivamente compresi fra il punto della curva e 
3se dì oe. 
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Chiameremo poi sottangente e sunnormale i 
segmenti dell'asse di oc compresi fra i piedi della 
tangente e della normale rispettivamente, e il piede 
Q della perpendicolare abbassata dal punto P della 
curva. 

Ora è facile calcolare le espressioni analitiche 
di questi quattro segmenti, che indicheremo con 
T, N, St, Sn rispettivamente. 

Si ha infatti : 



sen e y' 

sen H e/ V I .-7 



St 


y 




y 


Sn 


= y y'- 



Mediante le formole precedenti possiamo risol- 
vere molti problemi sulle tangenti e normali alle 
curve. Eccone alcuni esempi : 

1) Consideriamo una curva la cui equazione 
sia : 

y = a a?»» . 
Tali curve si chiamano parabole) esse, come caso 

speciale (quando m==2, ovvero m=z—\ hanno la 

parabola ordinaria (parabola conica)» 

Possiamo dimostrare una proprietà fondamen- 
tale riguardante la sottangente di tali parabole. 
Si ha infatti : 



■>• 
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donde : 



y m 

cioè : la soitangenie è la m»»« parte dell'ascissa. 

Mediante questa proprietà si costruirebbe facil- 
mente la tangente in un punto qualunque. 

1 

Nel caso di m = -^, cioè della parabola conica 

il cui asse sia quello delle a?, si ha anche: 

1 

Sn=yi/=^-^a^ 

cioè : la sunnormale è costante , f)roprietà nota 
nella teoria ordinaria delle coniche. 

2) Consideriamo la curva logaritmica , cioè 
quella la cui equazione è: 



Si ha: 



donde : 



y = ci^ 



if = a* log a 



U log a 



cioè: nella curoa logaritmica la sottangente è 
costante. 

3) Vogliamo trovare tutte le curve di cui la 
normale in ogni punto è costante. Per risolvere 
questo problema dobbiamo porre : 

l/)/l — y'^ = a, 
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donde: 



1^*="^ 



ovvero : 



y y 1 






Ora si vede che il primo membro è la deri- 
vata di 

mentre possiamo dire che il secondo membro èia 
derivata di a? + e (essendo e una qualunque co- 
stante) ; onde infine si ha : 



• « 



Cloe : 

^* + (^ + ^)^ = ^* 

cioè le curve richieste sono cerchi di raggio a, e 
che hanno il centro sulVasse delle a?. 



Dimostriamo ora alcuni teoremi fondamentali 
sulle tangenti di una curva algebrica. 

La equazione della tangente di una curva alge- 
brica di ordine m, è al massimo di grado m — 1 
rispetto alle coordinate x, y del punto di contatto. 

In primo luogo osserviamo che, raccogliendo i 
termini che hanno lo stesso grado in x,y, TequSL- 
zione di una curva a\gebt\ca ò\ ot^YDiS. m xj%jl.ò 
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sempre porsi sotto la forma : 

fm{a;y)+fm-i {x y) -{- . . . -\-fo = 0, 

dove in generale con fr (a? y) s'intende una funzione 
omogenea, razionale, intera di a?, z/ di grado r. 
L'equazione della tangente può scriversi :" 

d F d F 

{X-x) ^ + (y-i^)|£ = () 

ox ^ il 



donde : 



^dF , ^dF aF , dF 
dx ^ dy dx ^ ^ dy 



= ( x-^ h y -:~ )+ \x^ Yy -^ ) + . . . 

\ ìì X ^ ^ oy)^ \ dx ^ ^ d y / ^ 

e pel noto teorema delle funzioni omogenee si ha : 

d F d F 

X^-Y y^ == m/m +(m-\ )/m-l + . . . 
dx dy 

Intanto le coordinate x^ y debbono soddisfare 
alla relazione: 

/m+/m-l + ...=0 

per mezzo della quale si può eliminare /m dalla 
equazione precedente, e resta allora un'espressione 

(i F ri F 

di ^rado m — \ in a?, z/, considerando che -j — , -7— 

^ ^' dx' dy 

sono già di grado m — \. 

Dì qui si ricava come corollario che : Il numero 
delle tangenti che da un punto si possono con- 
durre ad una curva algebrica generale di ordine 
rn, è dato da m(m — 1). 



334 Cap. VI, § 3, Assinloti di una curva. 

Infatti se Tequazione della tangente é di grado 
m — - 1 nelle coordinate del punto di contatto, sia 
essa indicata con : 

che è di primo grado in ^, y e di grado m -- 1 in 
a?, y. Facendo che questa passi pel punto fisso 
a, {i, si ha una condizione a cui deve soddisfare 
il punto di contatto (x y) di una tangente passante 
per (ap). Tale condizione è: 

Tm-\ (a, 3, X, y) = 0. 

Questa rappresenterà Una nuova curva algebrica 
di ordine m — 1, che nelle sue (m — 1) m interse- 
zioni colla curva data, dà altrettanti punti di con- 
tatto di tutte le possìbili tangenti reali o immagi- 
narie condotte dal punto (aP) alla curva. 

11 numero delle tangenti che da un punto si 
possono condurre ad una curva si suol chiamare 
la classe della curva. Onde: per una curva alge- 
brica generale la classe è in generale m(m — ì) se 
m è V ordine della curva. 

§ 3. Biceroa degli assintoti di una onnra piana. - 
Immaginiamo una curva che abbia un ramo al- 
rinfinito. Costruiamo la tangente nei diversi punii 
di questo ramo, e poi facciamo tendere all'oo il 
punto di contatto. Se allora la tangente tende ad 
una posizione limite, tale sua posizione limite, si 
chiamerà un assintoto della curva. Un assirrtoto 
può dunque considerarsi come la tangente alla 
curva in un punto alFinfìnito. 

L*eguazione della latigfttiV.e vcv ww ^vitito adi- 
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stanza finita é 



^-^=^(^— ) 



Cloe 



dx Y dx / 

I coefficienti di tale equazione sono 

dy ' dy 

dx * ^ dx ' 

Saper a? = 00,^ = 00 tali espressioni hanno limili 
determinati e finiti, sostituiti tali limiti nell'equa- 
zione soprascritta della tangente, si ha l'equazione 
dell'assintoto. Resta cosi trovato il metodo gene- 
rale per la ricerca dell' equazione degli assintotL 

Per la ricerca dei limiti di cui si parla si può 

ricordare che (v. Gap. II, § 1) il limite di -t^ per 

Ci X 

.<' = oo è, sotto certe restrizioni, lo stesso che il li- 
mite di -^. 

X 



Passiamo ora ad un esempio. 
Prendiamo il caso deiriperbole, che, come si sa, 
ha due assintoti. 
Se 



./. 



.2 



//' 



^ l 



«2 6« 

é l'equazione dell'iperbole, i suoi due assintoti sono 
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dati da : 

5^-^ = 

cioè 

Ritroviamo questo risultato mediante il metod 
superiormente indicato. 
Dobbiamo trovare i due limiti : 

per X, y eguali uirinfinito. 
Ora: 

df 'Ix 

d y dx _ a^ X b^ 

'dx~^~~Tf^%y'^~y~cf 
' dy 6« 

,. X .. 1 .. y «2 
lim — =hm-r— = lim-^7-r-; 
y dy a? 6* ' 



onde, se si pone 



si ha 



Cloe : 



dx 



lim — = A 

y 



. _ 1 «2 



A^= ' • ^ 



ò« ^ '""■ b* 
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e quindi : 



,. da ,6 
lim-r^ = ± — . 
ax a 



Inoltre : 



lim [ti — X -r^ I =r lirn \y 5- ) 



, , y^ a^ — x^b^ , , —b^ ^ 
lim =lim =0, 



ya 



2 // 



e/ 



onde in fine si hanno per equazioni dei due assin- 
toti quelle già segnate sopra. 

§ 4. Concavità e convessità delle cnrve piane ri- 
spetto all'asse delle z. — Inflessione. — Consideriamo 
un punto M di una curva e la tangente in M. Se 
sulla curva un intorno sufficientemente piccolo di 
M sta tutto da una parte della tangente, allora si 
dirà che la curva in quel punto è concava con- 
vessa rispetto ad una retta qualunque, p. es., ri- 
spetto all'asse delle x) propriamente si dirà con- 
vessa rispetto all'asse delle x quando l'intorno del 
punto M sulla curva si trova tutto in uno dei due 
angoli ottusi che la tangente forma con a?, e si dirà 
concava quando quell'intorno si trova tutto In uno 
dei due angoli acuti. 

Cosi la curva disegnata nella ^g, 3, qui sotto, è 
convessa in M' ed é concava in M. 

Se poi l'intorno di M sulla curva non si trova 
tutto da una stessa parte della tangente, allora il 
punto M si dirà un punto d'injtessione o di flesso 
(V. ng, 4). 

Passiamo a studiare il criterio per r\e.oxvo^^^^< 



238 



Cap. IV. § 4. Concavità e eonvessilà. 



se in un punto una curva é concava, conve 
oppure ha un punto d'inflessione. 



V 



o 




Fig. 



X 








Fig. 4. 



X 



Perché la curva sia concava o convessa in 

necessario che aumeutaudo o ditainuendo l'asc 

a? di una quantità /i,Vovd\waV.a^^\\Q.\,^w^^x^^^ 
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sempre maggiore o sempre minore in valore asso- 
luto delFordinata della curva. 
Ora Tequazione della tangente é: 

onde aumentando \a X dì h si ha che sulla tan- 
gente la Y aumenterà di 



dx 



h. 



V 




O x-h X x-¥ h 



V 



X 



O 



Fig. 5. 




a* - lì X X i II 



Invece sulla curva l'ordinata si aumenta di 

/(a? + /i)-/(a?). 

La condizione necessaria per la concavità o con 
vessità è dunque che 

sia sempre negativa ovvero sempre positiva qua- 
lunque sia il segno di h. 
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Ciò però nel caso che M abbia ordinata posi- 
tiva. Se M ha invéce ordinata negativa, si ha il 
contrario, cioè per la concavità o convessità, l'e- 
spressione precedente deve essere rispettivamente 
sempre positiva o sempre negativa. 

Ora per una-formola nota: 

f{^ + h) -fico) = hfxx) + ^r (^) + . . . + 

ed essendo : • 

e supposto in generale che : 

/''(^)=0 /(m-i)(a?) = 0, 

e che /("») {x) sia diverso da zero si ha : 

Poiché /(»») (^), non si annulla nel puntò a?, e «t 
suppone che essa sia una funzione continvxL, si 
potrà trovare un h = h^ cosi piccolo che per tutti 
gli h da —hi a -{-hi la /»» (a? + e»» /i) sia sempre 
del medesimo segno, e propriamente del segno di 
f^ioo); il cangiamento di segno del secondo mem- 
bro della precedente formola dipenderà dunque 
dalla parità o disparità di m ; e propriamente se 
m è pari, quel secondo membro non muterà segno 
col mutare il segno di h, e sarà sempre del segno 
dj /(»»)(a?); e se m è dispari muterà certamente se- 
gno col mutare \\ segno d\ h. 
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Possiamo dunque dire : 

Se m è pari, cioè è pari U ordine della derivata 
dì ordine più basso {a cominciare dalla seconda) 
che non si annulla insieme a tutte le precedenti 
nel punto x, e l'ordinata del punto della curva è 
positiva, la curva in x sarà convessa o concava 
secondochè /(»») (x) è una quantità positiva o ne- 
gativa. Se invece Vordinata del punto della curva 
è negativa allora si ha inversamente la convessità 
o concavità secondochè /(»») (x) é negativo o posi- 
tivo ; se poi m è dispari, il punto considerato è 
un punto d'inflessione. 

Raccogliendo i due casi, dell'ordinata positiva e 
dell'ordinata negativa, si può dire semplicemente 
cosi : 

Si ha la concavità o convessità secondochè il 
prodotto f(x)f(»^){x), dell'ordinata per la deri- 
vata m»»« dell'ordinata stessa (m pari ^2), è ne- 
gativo o positivo. 

È chiaro che questo teorema ha molta analogia 
con quello relativo ai massimi e minimi delle fun- 
zioni rappresentabili mediante curve. 

Dalle cose dette si raccoglie ancora che perchè 
il punto M della curva sia un punto d'inflessione, 
deve essere zero la seconda derivata /" (x), onde 
per trovare i punti d'inflessione basta considerare 
i punti che annullano /" (x). Fra questi saranno 
compresi i punti (C inflessione (se ve ne esistono). 

Passiamo ad alcuni esempi. 

1. Sia y = sen x. 
La curva rappresentata da tale equazione è la 
cosi detta sinusoide. 

Pascal, Calcolo infinitesimale., I. '^^ 
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Si ha : 

d y d* u 

— ^ = cos otj , -r-^ = — sen a?, . . . 

r/ar dx^ 

I punti d'inflessione sono compresi ft*a quelii in 
cui : 

d^y ,, 

-r-* = — sen .r = 
dx^ 

cioè per a? = 0, ir, 2 w 

Per tali punti la ^ è sempre zero e -7-5 é di- 
versa da zero; quindi tutti questi punti sono tulli 
punti d'inflessione ed inoltre essi sono tutti situali 
sull'asse di x. 

Per ogni altro punto si ha 

cioè tal prodotto è negativo e quindi la curva volge 
sempre la sua concavità all'asse delle x, 
l. Sia la curva di 4° ordine: 



Si ha 



ij = .-x?* — 6 .T* + X 4- 2. 



^ =4a73-12a? + l 
dx * 

^=:12a?«-12 
dx^ 
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La -y-^ si annulla per a? = ± 1 e per tali punti 

non si annulla la 3* derivata, onde tali punti cor- 
rispondono a punti d'inflessione. 

Pel punto a? = la curva è concava rispetto al- 
l'asse delle X, 

§ 5. Cnrratnra delle linee piane. — Consideriamo 
su di una curva piana un arco AB e conduciamo 
le tangenti negli estremi dell'arco. Queste tangenti 
verranno a formare fra loro un certo angolo, il 
quale varia se, lasciando fisso uno degli estremi 
dell'arco, si fa variare l'altro; questo angolo, che 
si chiama angolo di contingenza^ può essere misu- 
rato dalla lunghezza dell'arco di cerchio di rag- 
gio 1 da esso sotteso, e da ora in poi, resta sem- 
pre inteso che, se per brevità adoperiamo la parola 
angolo, vogliamo però sempre alludere alla lun- 
ghezza del corrispondente arco di cerchio di rag- 
gio 1. Il rapporto fra tale arco di cerchio di raggio 1 e 
l'arco della curva é ciò che si chiama curvatura 
media dell'arco. Evidentemente l'angolo delle due 
tangenti, supposto fisso uno degli estremi dell'arco, 
è una funzione della lunghezza dell'arco ; se l'arco 
tende a zero, anche l'angolo delle tangenti tenderà 
a zero, perché le due tangenti tendono a coincidere ; 
però il limite del rapporto fra l'angolo e l'arco, 
tendenti ambedue a zero, é una quantità in gene- 
rale finita e determinata, ed è propriamente la de- 
rivata dell'angolo considerato come funzione del- 
l'arco. Tale limite é ciò che diciamo curvatura 
della curva nel punto considerato. 

Passeremo ora a trovare l'espressione analitica 
di' questo limite, e con ciò pesiera à\Txvo^Vc^^ "^ 
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nostro assunto, che cioè tal limite é in generale 
una quantità determinata. 

Ma prima di far ciò ci è utile definire che cosa 
si intende per raggio di curvatura. 

Immaginiamo che la curva sia un cerchio; al- 
lora l'angolo delle due tangenti è uguale all'an- 
golo delle due normali, cioè dei raggi, e Tarco è 
uguale a tale angolo moltiplicato per il raggio; 

dunque il rapporto dell'angolo delle due tangenti 

1 

all'arco è -^, se -R è il raggio del cerchio; cioéé 

Vinverso del raggio ed è eostante in tutti i punii 

Perciò quando noi avremo trovata la curvatura 
di una curva in un punto potremo paragonarla 
con quella di un cerchio che abbia per raggio 
l'inversa della curvatura trovata. Il raggio R di 
tal cerchio lo chiameremo raggio di curvatura 
della curva in quel punto. 

Immaginiamo poi un cerchio di raggio Ry tan- 
gente alla curva nel punto che si considera. Di 
tali cerchi se ne può costruire due, da parti oppo- 
ste della retta tangente; ma è facile riconoscere 
che se consideriamo degli archetti infinitesimi, at- 
torno al punto, su essi e sulla curva, per uno di 
essi si verificherà che quest'archetto sta, insieme 
con quello della curva, da una medesima parte 
della tangente e per l'altro no. Il primo dei due 
cerchi lo chiameremo cerchio di curvatura. 

Passiamo ora a calcolare la curvatura, e quindi 
il raggio di curvatura. 

Chiamiamo e l'angolo delle due tangenti all'e- 
stremo dell'arco AB, e a', a gli angoli che tali 
tangenti formano coWaaae à\ x \ ^\ \v^ «s\.^\^- 
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mente : 

:=: a — a'. 

Sieno x^y le coordinate di B; sarà: 

d u 

'^"» « = di- 

Essendo A fisso e B variabile, si ha che a' é 
fisso e a é variabile come e, e la derivata di 6 
rispetto ad s è la stessa di quella di a rispetto ad s. 

La curvatura richiesta sarà dunque : 

d OL 

ds' 

Se X, y si immaginano funzioni di un'altra va- 
riabile t^ a ed s saranno funzioni di ^ e 

d a 
da. dt 



ds ds ' 
H 

e resta a calcolare i due termini di questo rap- 
porto. 
Ora essendo : 

dy 

d ij dt 

° dx~' dx 
"di 
si ha, derivando rispetto a t: 

dx d^ y d y d^ x 
1 da. dt d x^ dt dt^ 



cos^ a. dt (d a?\* 



\dt) 
mentre (v. Gap. VI, § 1) 



£=[(l7)'+(.W! ■ 
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onde 

dx d* y d y d* y 
dB da "dì dt*~ dt di* , 

ds ds /// /K\«» ; /w /K\« /// /A« 





\dtj "fydt/ • Vd^/ 


Ma 


• 




dx 




dx dt 

COS a — -j— — -p- 

ds ds 




dt 


onde infine: 


1 
1 




dxd^y d y d* X 
db dt dt* dt dt* 




1 ~— O » 



e quindi chiamando R il raggio di curvatura: 

12 



mr+m 



dx d* y d y d* x' 
'dt~dt*~"U~d? 

In questa formola rimane ancora indeterminata 
la scelta della variabile indipendente ; se scegliamo 
X per variabile indipendente, sarà 

dx _ . ^t? — (i 

dt'~ ' 7/7*"" 

e si avrà: 
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Di qui si vede che per i punti della curva in 
cui y" = 0, cioè per i flessi, si ha R=^ oo, cioè la 
curvatura della curva in quel punto è paragona- 
bile a quella di una retta ; il cerchio di curvatura 
diventa la retta tangente nel flesso. 

Dalle formole precedenti risulta che implicita- 
mente noi abbiamo ammesso, per giungere a quelle 
formole, che le coordinate x, y considerate fun- 
zioni di una terza variabile, o anche considerate 
funzione V una delFaltra, ammettano le derivate 
prime e seconde determinate e finite; perché in- 
fatti nelle formole precedenti compariscono le de- 
rivate sino a quelle di 2° ordine. 



Possiamo dare altre forme airespressione pre- 
cedentemente data di R. 

Immaginiamo p. es. di prendere Tarco s per va- 
riabile indipendente. 

Allora si ha: 

\ _^d} y dx d^ X d_y .„. 

R ds* ds ds^ ds 

e ricordando la ibrmola identica (v. Gap. VI, § 1). 

d^dx^^_y±y_ ... 

ds^ ds'^ ds^ ds~' ' ^^ 

fra le due formole eliminando rispettivamente 

— ,— 5 , ovvero -ri e ricordando che : 
ds* ds^ 

da^ + dy^^dn!^ 
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■e quatlriumo le (3) e (4); si ha : 

_i _ /^,.^ /d^Y /d^Y /dj,Y- 



mm+m&- 



■ lis^ ds' ds ds' 



1 /t^tfYiY''*^V 

Supponiamo inFìne che la curva sia esprt 
coordinate polari. Allora servendosi delle fi 



= (J GOS 

- p 3en s, 



l'espressione di R diventa: 
■(dp- 



mhfMI_ 



''(SMmh 
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e prendendo 6 per variabile indipendente si ha: 



R = 






p2 + 2p'2-pp" 
indicando con p' p*' le derivate di p rispetto a 8. 



Passiamo ora ad alcune applicazioni. 
1. Vogliamo dimostrare che il cerchio è la 
sola curva che ha la curvatura costante. Dobbiamo 
far vedere che ponendo eguale a costante la cur- 
vatura per ogni punto, si giunge all'equazione del 
cerchio. 

Indichiamo con 0, 6' gli angoli che le tangenti 

alla curva in due punti vicini fanno coll'assedi a?, 

e con a l'angolo che le due tangenti formano fra 

loro (angolo di contingenza) ; si ha a = 6 — e', e 

da 
quindi, lasciando fisso e', ^7- = !, e dovendo porre 

-j- = -77 = cost., risulta : 
ds R 

db 1 

—f- = -FT = cost. 
ds R 

Intanto : 

doo^=dscoiiO , dy = dsii(in^ 

quindi 

dx = R cos OdS , d y = R sen Odo 

donde 

x — Xo =R sen 9 
y — tfo = — llcos^. 



250 Cap. VL § 6, Caroatura , delle linee piane. 
Ed eliminando si lia : 

che è Tequazione di un cerchio. 

2. Si abbia una conica la cui equazione, con 
si sa^ può sempre porsi sotto la forma: 

y^ z=z 2 p OS -{- q ac^. 

Si ha: 

dy , 






donde, avendo presente il valore di ^^ si ha ai 
cor§i 



onde, a meno del segno: 

p (l + /^)2j^^ (y^ + y^y'^)^ 

P« P* 

Ora il quadrato della normale alla curva é dal 
dalla tbrmola (v. pag. 230): 

N^ = y^ + y^y'^ 
onde si ha : 

cioè: 

Nelle coniche il raggio di curvatura è propot 
rionale al cubo della normale. 



r 
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Si noU però che la lunghezza della normale è 
dipendente essenzialmente dalla posizione dell'asse 
delle 00 ; ora avendo posto Tequazione della conica 
sotto la forma: 

s'intende, nel precedente teorema, che Tasse x sia 
uno degli assi di simmetria della conica, e inoltre 
che la conica passi per Torigine. È per una co- 
nica in tal posizione che si verifica il teorema 
enunciato. 

§ 6. Centro di carratara. — Se in un punto il 
raggio di curvatura é finito, y" sarà diverso 
da zero; quindi allora la curva nell'intorno di 
quel punto starà da una medesima parte della 
tangente; segniamo sulla normale alla curva in 
quel punto da questa medesima parte, e a contare 
dal punto della curva, un segmento eguale al rag- 
gio di curvatura; restremo di questo segmento 
sarà il cosidetto eentro di euroatura. 

Cominciamo a dimostrare il seguente teorema : 

Il eentro di eurvatura in un punto P dì una 
curva piana è il punto della normale verso cui 
tende il punto d^ineontro della normale in P colla 
normale in un punto vicino P\ quando Varco P P* 
tende a zero. 

Sia O il punto d' incontro delle due normali in 
P e P. L'angolo delle due tangenti in P e P' sarà 
eguale all'angolo POP' delle due normali. 

Sappiamo che il raggio di curvatura R é dato 
da: 

„ .. arco P P' 
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Ora nel triangolo P P* O si ha : 
corda PP' FO 



sen POP' senPP'O 

donde 

,. PP' ,. PO 

linci or^ ti, = iHn 



sen POP' sen PP'O 

e quindi 

lim P P' 



limPO = limsenPP'OrT 



lim sen POP'' 



Ma il limite del rapporto della corda airarco é 
r unità, e quindi in luogo del limite della corda 
PP possiamo sostituire il limite deirarco PP; i 
possiamo perciò scrivere: | 

1- Drx 1 D D/ Allinei arco P P' 

lim P O = lim sen PP'O r- ,,^ ,„ . 

limsen PO P 

Ma ancora 

lim sen POP' 



lim POP' 

dunque 



= I 



lim P 0==lim sen PP'Olim pjp, = ^ 

poiché l'angolo P P' O tende a 00", e quindi il suo 
seno tende a 1. 
Si ha dunque: 

lim P O = i^ 
come si voleva dimoalrar^. 
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Passiamo ora a calcolare le coordinate del cen- 
tro di curvatura. 

Chiamandole E, yi, si ha che, se x y è il punto 
corrispondente della curva , le differenze l — oo, 
71 — y sono le proiezioni sugli assi x, y del raggio 
R disteso sulla normale. Quindi chiamando x, a 
gli angoli che la normale contata nella direzione 
del centro di curvatura fa cogli assi positivi di 
oc, y^ abbiamo le formole : 

dy 



l — x = R cos \==R 

T — y =z R COS 1*. = R 



d s 
dx 
ds' 



Queste formole si intendono prese a meno del 
segno, del quale dobbiamo ora passare ad una più 
precisa determinazione. 

Noi intendiamo prima di tutto che R sia sempre 
una quantità essenzialmente positiva. 

Fissiamo inoltre la direzione positiva della nor- 
male e della tangente. 

Come direzione positiva della normale assumiamo 
quella dalla quale sta il centro di curvatura, e 
come direzione positiva della tangente assumiamo 
quella direzione della tangente colla quale viene 
a coincidere la direzione positiva dell'asse di y se 
il sistema dei due assi coordinati si fa girare nel 
proprio piano in modo che la direzione positiva 
della normale venga a coincidere colla direzione 
positiva dell'asse di x. Nella figura qui sotto ab- 
biamo indicato con freccie le direzioni positive 
della tangente e della normale. 

Stabilire la direzione posilÌNa àeW^ \.^\\%<è.w\fò 



254 Cap, VI. § 6. Centro di curvatura. 



equivale a stabilire la direzione verso cui si im- 
magina crescere Tarco della curva, cioè verso cui 
si immagina descritta la curva, o, in altri ter- 
mini, la direzione verso cui si immagina che il 
ds sia positivo. Nella hg, 6 si vede che l—x 
è positivo, mentre ti — y è negativo; e inoltre per 
un ds positivo, sono positivi sia rfo?, che dy\ 




Flg. 6. 



onde le formole superiori , supponendo R una 
quantità positiva, bisogna scriverle : 



r-y 



^^T?iy 



+ R 



-R 



ds 
dx 
'ds' 



'(1) 



e queste valgono in valore e in segno. 

Resta ora a vedére se colle formole superior- 
mente date si ha per H, una quantità positiva o 
negativa 
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Noi per esempio abbiamo trovato 

* ^^ y ^*^ 

jR d X ~~ dy ' 
da d s 

Si intende che queste formoie sono stabilite a 
meno del segno; noi quindi dovremo mutare in tal 
maniera il segno dei secondi membri che JR ri- 
sulti positivo. 

Poniamo : 

dTg 

J__ ds^ 

R dx 

ds 

dove e sia ±1. Per determinare questa costante 
e possiamo servirci della fìgura particolare dise- 
gnata sopra. In essa si vede che d* y è negativo 
perchè la curva è concava rispetto all'asse di x ; 
mentre per un d y positivo si ha un d s positivo. 
Onde c = — 1, e perciò volendo intendere per 
R una quantità positiva, si ha in valore e segno, 
la eguaglianza 

d^y 

\^_ d g» 

/?"" dx 

d 8 

e quindi anche (v. § preced.) 

d^x 

1 _ . rf g^ 
/?""+ dy' 

d 8 
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§ 7. Svolnte ed eTolventi. — - Per ogni punto della 
curva vi é un centro di curvatura corrispondente; 
il luogo di tutti i centri di curvatura formerà una 
curva continua che si chiama evoluta della curva 
data, mentre questa si chiama evolvente di quella. 
Si adoperano anche i nomi di sviluppata e sdì- 
tu pp ante, 

I due problemi fondamentali che si presentano 
qui sono: 

1. Data la curva trovare l'evoluta. 

2. Reciprocamente, data V evoluta trovare la 
curva. 

In quanto al primo problema osserviamo che 
noi abbiamo trovato nel paragrafo precedente le 
coordinate ^n di un punto dell'evoluta; onde sup- 
posto che \q oc y della curva si esprimano in fun- 
zione di un unico parametro u, si esprimeranno 
mediante le dette formole, le \^n mediante a, ed 
eliminando poi u fra tali due relazioni si ha l'e- 
quazione fra ^, VI che rappresenta l'evoluta. 

Passeremo ora, prima a trovare alcune pro- 
prietà dell'evoluta, e poi applicheremo questo me- 
todo ad alcuni casi speciali. 

Derivando rispetto ad s le formole (1) del para- 
grafo precedente si ha : 

di _ dx^ „ d^ y . dR d y 
d s ~~ ds^ ds^'^dsds 

dr> _d y r>^* ^ dR dx 
d s~~ d s ds* ds ds' 

Ora nel paragrafo precedente abbiamo trovalo 
esattamente in calore ed in seguo \ 
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d^ X . d^ y 




1 _ rts«__ ds^ 
R d y dx 




ds d 8 




e quindi resta : 




d\_ dRdy 
ds ^ ds ds 




d% dR dx 




ds ds ds 




donde : 




dn dx 1 
di dy tg e 


(1) 



se é l'angolo che la tangente alla curva data fa 
coirasse delle x; e inoltre : 

dl*+dn^ = dR^. (2) 

Poiché il primo membro di (1) rappresenta la 
tangente dell'angolo che la tangente all'evoluta fa 
coU'asse delle x, e poiché troviamo che tale tan- * 
gente trigonometrica é l'inversa di quella dell'an- 
golo che la tangente alla curva fa col medesimo 
asse, si ha che la tangente alVevoluta è perpen- 
dicolare alla tangente alla curva, cioè è la nor- 
male alla curva. 

Inoltre la (2) ci dice che il differenziale dell'arco 
di evoluta é eguale al differenziale di /?, cioè 

d'j — dR 

e quindi q & R differiranno per una costante, 
cioè 

Pascal, Calcolo infinitesimale, I. "^^ ^ 
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se cominciamo a contar Tarco di evoluta da un 
punto in cui il raggio R abbia un valore partico- 
lare Ro, si ha cJie per a? = deve essere R^^RqQ. 
quindi C= — Ro, onde : 

a = R — Ro 

cioè : Varco di evoluta è la differenza fra i raggi 
di curvatura corrispondenti ai due punti estremi 
deWarco. 




L'arco C C dell'evoluta è la differenza fra le 
due rette P C e P" C. Onde possiamo dire che se 
si suppone attaccato un filo attorno all'evoluta, 
fisso in un punto C di essa e avvolto attorno essa 
lungo Tarco C C, mentre poi in C si stacchi da <? 
e in linea retta vada fino in P, svolgendo il filo, 
mantenendolo sempre teso, Testremo P descriverà 
la curva data. 

Infatti in una posizione qualunque, p. es. P"C"^ 

essendo il filo sempre tangente a (p, esso sarà 

normale alla curva dala /• \Tvo\Vtfe %^ P' ^'^^xasifò 
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n cui taglia la curva data, deve essere C'^ P" — C P 
3guale all'arco C"C; ma la quantità di cui nello 
svolgimento si é venuta ad allungare la parte ret- 
tilinea del filo è esattamente eguale Qirarco CC", 
Dnde la nuova posizione di P coincide con P" 
sulla curva /. 

Per questa pi'oprietà l'evoluta si chiama anche 
soiluppata ; e / si chiama sviluppante. 

Ora si domanda : se in luogo di scegliere il punto 
P del filo, ne scelgo un altro, p. es., 0, esso de- 
scriverà un'altra certa curva/'; tale altra curva 
si può considerare anche come evolvente di cp? 

Questo problema si connette evidentemente col- 
i'altro cui abbiamo accennato in principio: data 
la evoluta, come si trova la evolvente? 

Io dico che la /' è effettivamente una evolvente 

il cp. 

Infatti troviamo le coordinate a?, y di un punto 
qualunque Q" di /', supposto che ^, -n sieno le 
coordinate di C" cioè del punto corrispondente 
dall'evoluta cp. 

La lunghezza C" Q" è uguale alla lunghezza com- 
pleta del filo da C fino a Q" diminuita dell'arco 
ce cioè Q" C"=^t — a^ indicando con a l'arco 
di cp contato dall'origine fissa C; inoltre i coseni 
degli angoli di direzione di 0" C" (essendo Q" C" 

tangente a cp) sono rispettivamente -i— , -y— , onde 

ci (j ci G 

infine si ha 

X'-l = {t — n)-j- 
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Il segno del secondo membro in queste formole 
può determinarsi considerando una speciale fi- 
gura, con un ragionamento simile a quello fatto 
a pag. 253-254, e si trova cosi che queste formole 
sussistono anche nel segno. 

Dico che la curva le cui coordinate sono a?, y 
ha per evoluta <p. 

Basterà perciò dimostrare che C é la normale 

alla curva. 

Giacché è chiaro che la posizione limite del 
punto d'incontro di due tangenti di <p che tendono 
a coincidere è il punto di contatto, e siccome noi 
sappiamo che la posizione limite dell' incontro di 
due normali di/' é il centro di curvatura di/', 
cosi quando avremo dimostrato che QC è normale 
di /', ne deriveremo subito che i punti di © sono i 
centri di curvatura di /'. 

Ora si ha : 



donde : 



Ma da 



si ha : 



""'(It)-"»"(Iì)=»- 
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onde infine : 



d X —, — \-du -^ =. 
rfo ' ^ da 



anche 



dx dW 

~dl 

Questa relazione ci dice che i coefficienti ango- 
lari delle tangenti alle curve /' e cp sono inversi 
fra loro e di segno contrario, e quindi le due tan- 
genti alle curve /' e cp sono fra loro perpendico- 
lari ; onde la Q" C", che é tangente a cp, sarà nor- 
male a /'. 

Questa ricerca, oltre darci il mezzo per costruire 
la evolvente di una curva data, ci dice anche che 
di tali evolventi ve ne sono infinite corrispondenti 
agli infiniti valori t^ e inoltre non ne esistono altre 
airinfuori di quelle date dalle formole precedenti ; 
perché ogni curva che ha per evoluta la cp deve 
potersi descrivere sviluppando un filo avvolto at- 
torno la cp, e quindi rientra sempre nella serie di 
curve /, /' — 

Tutte queste curve//' . . . hanno inoltre nei punti' 
corrispondenti le stesse normali, e quindi avranno 
le tangenti parallele. 

Passiamo ora ad applicare le formole prece- 
denti ad alcuni esempi : 

1. Si Doglia l'evoluta dell'ellisse: 
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Possiamo esprimere le coordinate x, y in fun- 
zione di un parametro t ponendo 

a? = a cos t 
y=zb sen t. 

Si ha allora : 

d x = — a sen t d 
d y = b cos tdt 
d*x = — a cos tdt* 
d^ yz=z — h sen tdt* 



onde : 



ds=^ v/'a* sen* t-\- b* cos* ^ e/ ^ 
dxd* y — dy d*aj = abdt^ 



e perciò 



a* sen* ^ + 6* cos* < 

5 — it? = cos t 

a 

a* sen* t + b* cos^ ^ 
•ti— y = — ^ sen < 

, a* sen* ^ + 6* cos* ^ . a*— ò* ,, 

\=za cos r— ' cos t = cos'/ 

a a 

TU = — ; — sen* t. 



Se si elimina t si ha la relazione fra ^, ti che 

rappresenta la evoluta. Si ha : 

2 2^ 

2^ 2^ 

(/> r.) 3 = (62 — a*) 3 sen* ^ 
donde 

2 2^ A 
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2. Passiamo a trovare Tevolventedi un cerchio; 

^« -I- 7i« = r« 
Dobbiamo applicare le formole: 

In primo punto sarà utile esprimere %, n come 
funzioni di una terza variabile; e perciò poniamo; 

l = r cos 6 , 7j = r sen e 



donde 



e perciò 



dl = — r senerfe 
dn = r cos BdB 
d'j = rdB 

o? = r cos e — (< — r e) sen e 
// = r sen e -|- (^ — r e) cos o. 



Eliminando fra queste la e si ha Tequazione 
della sviluppante o evolvente di un cerchio. 
Dalle due equazioni di sopra si ha: 

a;« + «/« = r« + (< — r 0)« 
X cos 9 + y sen e = r 

donde : 

Q _ ^ =^ \/oo^ + ,y' — y°* 

r 
e quindi, sostituendo nella seconda, si ha 

i-.^x^ + y^ — r2 , ^ — v/a?« + y« - r» 
a? cos ^^ ^-^ 1- sen y^ = r. 

Per ogni valore di t si ha una aN\Vvv^^%Tv\fò. 
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§ 8. Contatti delle onrve. — - Si abbiano due curve 
di equazioni y=zf(x), y = ^(x) e le funzioni / © 
abbiano nel punto a le derivate finite e continue 
sino a quelle di ordine n. 

Per una formola nota si ha : 

f(a+h)=f(a)+hf'(a)+... + ^^fin)(a+Bnh) 

A» 

cp (a +/i)=cp(a)+/i<p'(a) + ...-] — : <p(«)(a+e'„ A). 

TI ! 

La differenza delle due ordinate nel punto a + /i 
sarà 

/(a+/i)-(p(a+/i)=[/(a)-(p(a)]+A[/'(a)-(p'(a)]+ 
+ + ^[/(~)(a + 0n/i)~(p(«)(a + e'nA)|. 

Ora se le due curve passano ambedue per a 
si avrà : 

/(a)-<p(a) = 0, 

e perciò la differenza fra le due ordinate avrà 
per fattore h; è quindi un infinitesimo insieme 
con h. 

Se poi è anche : 

/'(a)-cp'(a) = 

allora le due curve avranno le tangenti comuni, 
cioè un contatto in a, e la differenza fra le ordi- 
nate avrà h^ per fattore, cioè sarà un infinite- 
di 2o ordine rispetto ad h. 
In generale, se si ha : 

« 

/(O (a) — (p(«") (a) = (,i =^ A."^. - *i^ 
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senza che si abbia anche : 

/(«+0(a) — <p(HD(a) = 



si dirà che le due curve hanno un contatto di or- 
dine r, ed in tal caso la differenza delle ordinate 
neir inforno di a è un infinitesimo di ordine i-^-X 
rispetto ad h. 

Osserviamo che nei contatti di ordine dispari la 
differenza delle ordinate nel puntoa + /i non can- 
gia di segno con h, mentre tal differenza cangia 
di segno con h nei contatti di ordine pari. Ciò 
significa che nei contatti di ordine dispari, se a 
destra di a l'ordinata della prima curva è mi- 
nore di quella della seconda, anche a sinistra ac- 
cadrà lo stesso, cioè nell'intorno di a la seconda 
curva starà tutta da una medesima parte rispetto 
alla prima curva ; invece nei contatti di ordine 
pari se l'ordinata della prima curva è minore di 
quella della seconda a destra di a, ne sarà invece 
maggiore a sinistra di a, cioè le due curve si toc- 
cheranno ma intersecandosi. 

Si può dimostrare il seguente teorema : 

Se due curve /, cp hanno fra loro in a un con- 
tatto d* ordine i, una terza curva ^ che abbia con 
f un contatto in a d'ordine k{k<Ci) avrà anche 
eolValtra un contatto dello stesso ordine k. 

Infatti per ipotesi si ha che 

f(a + h) — <o(a + h) = /i«-M A 
mentre : 

/(a + h) - i/ (a-f ^) = fiHt B, 
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onde: 

cp (a + /i) — '•! (a + A) = /i*+i (B - A*'+* A) 

cioè la differenza fra le ordinate di «p e <|* é un in- 
finitesimo di ordine /e + 1. Se fosse k > «, allora (p, «j» 
avrebbero almeno un contatto di ordine L 



Si abbiano due curve /, <p con un contatto di 
ordine i in un punto a. È facile vedere che non é 
possibile condurre fra le due curve una terza 
curva ^ la quale nei punti prossimi ad a stia 
compresa fra le due curve date, e che abbia con 
una delle due curve e quindi anche coWaltra^ un 
contatto di ordine inferiore ad i. 

Infatti la differenza: 

ò(a + /i)-(p(a + /i) 

sarebbe un infinitesimo di ordine inferiore ad i + 1» 
mentre 

/(a + /i)-cp(a + /i) 

è un infinitesimo di ordine j + 1; onde per h pic- 
colissimo la prima differenza sarebbe maggiore 
della seconda e quindi il punto di ^ non potrebbe 
stare compreso fra / e 9. 



Vogliamo ora dimostrare che : una curva avente 
in un punto, con un'altra fissa, un contatto di 
ordine ly si può considerare come la posizione li- 
*-- ^- -0: un'altra curva che passi per i-V**^ \>\u^\à. 
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della prima quando questi i + 1 punti si avvici- 
nano indefinitamente. 

Infatti supponiamo il teorema vero per un con- 
tatto di ordine i —1 e dimostriamo che è vero pel 
contatto d'ordine i, • 

Se vogliamo che la curva cp, che ha un contatto 
d'ordine i — 1 con /, passi per un altro punto di 
/corrispondente all'ordinata /(it? + /i), dobbiamo 
porre la condizione che l'ordinata di cp sia uguale 
a quella di/ nel punto x-\-h^ cioè che: 

/ (^ + /i) — cp (^ + h) = 0. 

Ora sviluppiamo colla formola di Taylor il 
primo membro di questa eguaglianza. Essendo 
zero le differenze : 

f{x) - cp (X) ,/'(a?) - cp'Ca?) , . . . ,/(»-i) {X) - cp(«-i) {X) 

perché si é supposto che le due curve abbiano un 
contatto d'ordine r — 1, si ha che lo sviluppo è 

=f{x + A) - ^ (07 + /i) = ^ 1/(0 ix) - cp(0 (a?)J + 

+ (TÌtT)! [/^'+^^ {00 ^^h)- cpC+l) {X + A) 

e dividendo per A» e facendo poi convergere h a 
zero, con che il punto di ascissa x-^h viene ad 
avvicinarsi indefinitamente al punto a?, si ha : 

/<*> (a?) - cp(») {X) = 0, 

cioè le due curve vengono ad avere un contatto 
d'ordine i. 
Ripetendo ora lo stesso ragioivavcv^xvVo \^^ ^'òs».^ 
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di i==ì si vede che se due curve hanno un punto 
comune a, e un altro punto d' intersezione . viene 
a coincidere con quello, le due curve acquiste- 
ranno un contatto di 1° ordine; se poi ancora un 
altro punto d'intersezione si accosta indefinita- 
mente ad a, le due curve verranno ad avere un 
punto di contatto di secondo ordine, e cosi di se- 
guito. 

Il teorema dimostrato si può enunciare in altro 
modo, che del resto ha poca precisione ma ha il 
vantaggio di rappresentare sotto una forma intui- 
tiva la natura del contatto. 

Si può dire: 

Se due curoe hanno un contatto di ordine k in 
un punto a, passano ambedue per i medesimi /c + l 
punti inflnitamente vicini. 



Consideriamo ora il contatto di una retta con 
una curva, cioè consideriamo il contatto della 
tangente. 

L'equazione della tangente è: 

e le derivate di Y rispetto a X sono: 

1^' , 0, 0,... 

Onde se in un punto w, y di una curva, la 2» de- 
rivata di y rispetto ad x non é zero, allora fra la 
curva e la tangente vi sarà un contatto di 1» or- 
dj'ne. Se poi si ha anche \a '^^ òaxv^^^us^^ ^^\aa. 
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esserlo la terza, si avrà un contatto di 2° ordine, e 
cosi di seguito. 

§ 9. Curve oscnlatrici. — Immaginiamo fissata 
una certa curva / e un punto a qualunque su 
essa, e si abbia Inequazione di un'altra curva cp di 
una, determinata specie, e nella quale figurino i 
costanti arbitrarie. Noi potremo in generale deter- 
minare queste costanti in modo che cp abbia con 
/in a un conlatto d'ordine i — \\ dovremo, per far 
ciò, porre le i equazioni : 

/ (a) = cp (a) 
f(a) =<p'(a) 



/(»-i)(a)=cp(«-i)(a) 



dalle quali ricaveremo i valori delle i costanti, in 
un sol modo o in più modi. 

Si avranno cosi una o più curve cp che avranno 
con / il massimo contatto che una curva della 
specie della <p, possa avere con / in un punto qua- 
lunque ; tali cp si chiamano le curve osculatrici di 
/ in a. 

Bisogna però notare che il punto a si suppone 
qualunque su /; per punti speciali di / Tordine 
del conlatto di una curva cp può essere anche 
maggiore dì i — \. 

Cosi p. es. immaginiamo l'equazione di una retta 

nel piano. Essa ha due costanti arbitrarie; quindi 

la retta osculatrice in un punto qualunque di / è 

una tangente ordinaria che ha un contatto di 1" or- 

cJine; però ciò non toglie che v\ \>o^^^xvci ^>'^'$*<^:^^ ^^'v 
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punti speciali di / nei quali la tangente abbia un 
contatto di ordine superiope. 



Consideriamo ora l'equazione di un cerchio; essa 
ha t)*e costanti arbitrarie; quindi al massimo pos- 
siamo disporre di queste tre costanti in modo da 
formare un cerchio che abbia colla / in un punto 
arbitrario un contatto di 2° ordine. 

Il cerchio che sarà cosi determinato qualunque 
sia il punto della curva sarà il cerchio osculatore 
in quel punto. ! 

In generale il cerchio osculatore, avendo un con- 
tatto di secondo ordine, segala curva. 

È facile ora dimostrare che il cerchio osculatore 
alla curva in un punto non é altro che il cerchio 
di curvatura, cioè quello che ha per centro il cen- 
tro di curvatura, e per raggio il raggio di curvatura, 

Infatti se : 

é l'equazione di un cerchio, formando le derivate 
prime e seconde di y rispetto ad a?, e eguaglian- 
dole con quelle ricavate dairequazione della curva, 
cioè con /' (a?), /" (x), o anche più semplicemente, 
derivando due volte successive questa equazione 
totalmente rispetto ad a?, e poi sostituendo /' (x)^ 
/" (//;) in luogo di y\ y", si ha: 

i + i/'(^)p+(^-^)/"(^)=o r 

dalle quali si delerm\neveb\>e.vc^ \^ <:,c^a^^\w^\fc v-tv 
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del centro del cerchio, se (a?, y) é il punto di /. 
Ora si vede che queste equazioni sono le stesse 
di quelle che servirono a determinare il centro di 
curvatura. 



Consideriamo similmente l'equazione di una co- 
nica; essa ha cinque costanti arbitrarie ; dunque 
una conica osculatrice ad una curva avrà un 
contatto di quarto ordine colla curva stessa ; e 
cosi di seguito. 



Abbiamo detto che in generale il cerchio oscu- 
latore sega la curva ; onde se in qualche punto 
della curva noi possiamo a priori affermare che 
il cerchio osculatore o di curvatura non sega la 
curva, possiamo conchiudere che in quel punto vi 
è un contatto di ordine superiore al secondo e 
propriamente dispari. 

Ciò p. es. si verifica nel vertice della parabola; 
in uno dei quattro vertici dell' ellisse e cosi di 
seguito. 

Si può dimostrare che se il contatto è di ordine 
dispari, il raggio del cerchio osculatore, o, ciò die 
é lo stesso^ il raggio di curvatura è un massimo 
o un minimo rispetto ai raggi dei cerchi oscula- 
tori nei punti vicini al punto considerato, e reci- 
procamente. 

Infatti, in primo luogo, dall'equazione : 
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ricavando la derivata terza di y rispetto ad w 
si ha : 

e poiché per ipotesi y' y^ (derivate dell'ordinata 
del cerchio) sono uguali ad /' (a?), /" (a?) (derivate 
dell'ordinata della curva), ed inoltre per le formole 
delle coordinate del centro del cerchio osculatore 
sappiamo che 



si ha : 



y — ri — j^9 






Vediamo (raltra parte quale espressione risulta 
per/'", dair ipotesi che R sia un massimo o mi- 
nimo. 

L'espressione di 72 è data da: 

e/ 

Dobbiamo eguagliare a zero la derivata di R 
rispetto ad x, cioè dobbiamo porre: 

donde : 



/'"= 



1-hr 



che paragonata coll'espressione di y*" dà/'" = ^% 
cine., se R ò massimo o tcv\t\vkvci, ^xvOafc \^ \««ta 



Cap, VI. § 9. Curve oseulatriei. 273 



derivate delFordinata della curva e delFordinata 
del cerchio sono fra loro eguali, e quindi vi è un 
contatto di 3° ordine. 

Dalle stesse formole si ricava naturalmente an- 
che il teorema reciproco, perché, ponendo /"' = ^'" 
si ricava: 

dR 



dx 



= 0. 



Secondo il risultato generale dimostrato nel pa- 
ragrafo precedente che cioè una curva che ha con 
un'altra un contatto di ordine i si può considerare 
come la posizione limite di una curva che abbia 
colla prima e + ^ punti comuni quando questi punti 
si avvicinano infinitamente, possiamo dire : 

Il cerchio osculatore è la posizione limite del 
cerchio che ha colla curva la medesima tangente 
in un punto, e un altro punto comune, quando 
quest'altro punto si avvicina al primo. 

Oppure : 

Il cerchio osculatore è la posizione limite del 
cerchio che ha colla curva tre punti comuni quando 
questi punti si accostano indefinitamente. 



Come applicazione di questo, vogliamo ricer- 
care la parabola coirasse parallelo a quello delle 
y, e che abbia il contatto più intimo possibile colla 

curva y = —^ nel punto ae=ta. 

L'equazione della parabola sarà in generale: 

Pascal, Calcolo inflnUesimale, I. ^ 
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dove a, p, p sono costanti da determinare. 
Dairequazione della curva data abbiamo inta 

!/' = -^^y"=-^,y"'=-^t.i/""=o,-- 

mentre dall'equazione della parabola abbiamo 

(x — a)* 

Onde, poiché la ^'" della curva data non é z 
si vede che al più non possiamo far altro, 
rendere eguali le derivate sino a quelle di 2° 
dine; quindi al più vi potrà essere un cont 
di 2° ordine. 

Daireguaglianza delle derivate seconde si rie 
(ponendo x = a): 

A — JL 
a " p 

cioè: 

1 

Daireguaglianza delle derivate prime si ha 

p 

cioè : 

a — a 1 • 1 



a 
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e quindi dalPeguaglianza delle due y si ha infine: 

(a — a)* 



2p 
donde : 



+ ^ = a\ 



L'equazione della richiesta parabola è dunque : 

§ 10. CnrYe ìnYÌlnppi. — Immaginiamo una equa- 
zione /(a?, y, a) = contenente un certo parametro 
arbitrario a; per ogni valore di a questa equa- 
zione rappresenterà una curva. Tutte le curve 
che cosi si ottengono, facendo variare a con conti- 
nuità, possono incontrarsi a due a due in punti, i 
quali possono tendere a certe posizioni limiti, 
quando due curve infinitamente vicine tendano a 
coincidere; il luogo di tutti questi punti limiti si 
chiama Vinviluppo delle curve /, che si chiamano 
a loro volta inviluppate. 

Un punto dell'inviluppo sarà dato dall'interse- 
zione delle curve : 

/(a?,^,a) = 

quando ^ a converge a zero. Ora la curva 

f{x. 1/, g + A a) —/ (a?, y, a) _ q 
A a 

passa per le medesime intersez\om\^\im^\'»'^'^^^^ 
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il limite del primo membro di questa relazione per 
d a = é proprio la derivata -~- (supposto che esi- 
sta), si ha che i limiti delle intersezioni richieste 
sono date da quelle delle due curve: 

f{x,y\a) =0 i • 

'()J{x,y.a ) _^^V 
da ) 

Per avere quindi Tequazione dell'inviluppo non j 
resta che eliminare a fira queste due equazioni. \ 



Le curve inviluppi godono di una proprietà sin- 
golare che è quella che ha dato loro il nome. 

Si può dimostrare che ogni curva inviluppata è 
tangente alV inviluppo. 

Prima di passare a dimostrare questa proprietà 
è bene ricordare che nelle lezioni precedenti ab- 
biamo già studiato un caso particolare delle curve 
inviluppo. 

Quando abbiamo considerato il luogo dei centri 
di curvatura di una curva, abbiamo mostrato che 
questi centri non sono che le posizioni limiti delle 
intersezioni di due normali consecutive della curva ; 
si vede perciò che T evoluta di una curva rap- 
presenta l'inviluppo delle sue normali. Abbiamo 
poi in quella occasione effettivamente dimostrato 
che ogni normale è tangente all'evoluta, proprietà 
che rientra, come caso particolare, nel teorema 
generale che vogliamo dircvo^Vta^^ ^mv 
dimostreremo che ogivì cmynb^ Jk«»-»^à'»<^^=^^ ^ 



Cap> VL § 10. Curoe Inviluppi 277 



tangente alV inviluppo^ o, ciò che è lo stesso, che 
la curDaf(x^y^a) = e l'inviluppo, hanno nel punto 
corrispondente la medesima tangente. 

Infatti Tequazione dell' inviluppo è data dal si- 
stema delle due equazioni : 

f{x,y,a)^0 
df(x,y,a) 



d a 



= 0. 



Supponiamo che (x,y) sieno le coordinate del 

punto della curva / che appartiene air inviluppo. 

Per avere il coefficiente angolare della tangente 

d ti 
alla curva /dobbiamo ricavare -r-^ dall'equazione : 

a 3s 



8/ 
dx 



+ |/^ = 0, (1) 

" dy dx 



e per avere quello della tangente all'inviluppo 
dobbiamo ricavare la medesima derivata da : 

dx'^ dydx'^ dadx ' ^"^ 

dove però in luogo di a dobbiamo supporre posto 
il valore preso dalla seconda equazione. 

Ora ponendo per a questo valore, la equazione 
(2) si riduce alla stessa forma di (1); ma però re- 
sta ancora una differenza apparente, inquantochè 
nella (1) bisogna supporre sostituito per a il va- 
lore ricavato da f(x^y,a) = e nella (2) bisogna 
invece supporre sostituito per a il valore preso da 



•v 
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Ora quando (a?, ^) è il punto comune alla curva e 
all'inviluppo le due equazioni 

fi.,y.a) = e ^-^^^ = 

sono soddisfatte per uno stesso valore di a, e quindi 
Va ricavata nel primo modo é la stessa dell'a ri- 
cavata nel secondo modo; perciò le (1), (2,) ven- 
gono a coincidere, e quindi i coefficienti angolari 
delle due tangenti sono eguali. 



Passiamo a qualche applicazione: 

1. Si voglia rinviluppo delle ellissi concentri- 
che tali che la somma degli assi sia costante, e 
questi assi stieno sempre situati sulle medesime 
rette. 

La equazione di una siffatta ellisse 6 : 

Derivando rispetto ad a si ha: 

c questa, unita colla prima, ci dà per equazione 
deirinviluppo 

111 

2. Si voglia l'inviluppo delle parabole che hanno 
j'I medesimo asse e i\ cviì \eY\.\(!.e, ^và. ^YsNax^fc ^^ 
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un punto su quest'asse di una lunghezza eguale 
alla metà del parametro della parabola. 
L'equazione di una siffatta parabola è: 



ar« = 2/>(a?-|-). 



Derivando rispetto a /) si ha : 

2a; — 2p==0 

donde: 

00 = p 

e quindi per equazione dell'inviluppo si ha : 



//« = 2a?^a7- — a?W 



x^ 



cioè si hanno le due rette ; 

che sono le bisettrici degli angoli degli assi. 



3. Sia l'angolo che la tangente alla curva in 
un punto forma con Tasse delle x. Allora l'equa- 
zione della tangente sarà : 

y — yo={oo — xo) tg 

che può scriversi : 

X sen — f/ cos e =/(0) (1) 

essendo /(6) una certa funzione di e dipendente 
dalla natura della curva. Le ea^re^^voxvv ^\ «o ^^\^ 
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l'unzione di e, che servono per trovare la funzione 
/(8), si ricaverebbero dalle due equazioni 

dxo ^ 

Se noi ora troviamo l'inviluppo di tutte le tan- 
genti dobbiamo riavere la curva data, onde la curva 
sarà data dall'eliminazione di 6 fra (1) e: 

X cos + y sen e =/' (0) (2) 

Piendendo per variabile indipendente si pos- 
sono trovare le coordinate a?, y in funzione di 8, 
cioè : 

X =/' (0) cos +/(0) sen e 

y =/' (^) s^n — /(0) cos 

che differenziate danno: 

dx = [/" (0) +/(0)] cos rf e 
^^ = [/"W+/W]sen0rfo 

donde : 

d« = [/"0+/(0)]rf0, 

ed essendo dB l'angolo di contingenza ed essendo 

ds 

—-=R^ (raggio di curvatura) si ha infine 

ci 6 

espressione assai rimarchevole del raggio di cur- 
vatura in funzione dell'angolo che la tangente fa 
colVasse delle x. 
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§11. Tangente e piano normale a nna cnrya storta. — 

Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato le 
curve piane ; ora vogliamo passare a studiare le 
curve nello spazio a tre dimensioni, e che si chia- 
mano curoe storte, o gobbe, o sghembe. 

Immaginiamo una retta che pasài per due punti 
abbastanza vicini di una tal curva; se tali 
due punti si avvicinano indefinitamente , questa 
retta (secante) può tendere in generale verso una 
certa posizione limite. In tale posizione la retta si 
chiama tangente alla curva data. 

Vogliamo ora incominciare a trovare le equa- 
zioni di questa retta tangente. 

Sieno : 

le due equazioni della curva. Se 

y + ^^ 

sono le coordinate di un punto della curva pros- 
simo al punto x^y^z., la congiungente questi due 
punti, avrà per proiezione sul piano x y \iì con- 
giungente i punti : 

{00, y) , {x + \x , y + A^) 
e sul piano ;a?^ la congiungente i punti 
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Tali proiezioni sono dunque: 
c nel limite diventano: 

Queste ultime rappresentano dunque le equazioni 
della tangente alia curva data. Esse si possono 
comprendere sotto una formola unica e simme- 
trica, cioè: 

X-x_Y-y^_Z-^ (i) 



dx d y d z ' 



Se le coordinate a?, y, z di un punto della curva 
sono date in funzione di una quarta variabile i, 

si ha : 

d ,v = x' (Jt)dt , dy = y'(t)dt , dz = z' (t) d t 

e quindi allora le equazioni della tangente ver- 
ranno sotto la l'orma 

^'(0 y'(t} z'{t) ^' 

^'upponia mo inoltre cYve \e^c^viaTÌ\o\v\\<^^3è.^x«:^^ 
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vengano date sotto la forma generale : 
Allora avendosi : 



^fdw+^dy + ^dz 



■d X 
d_F 
dx 



sy 



dz 



-I 



dx-f- -^-^ d y -f- — — «(*=:;() 



(3) 



^y 



dz 



dovremmo ricavare da queste equazioni i valori 
di dcv,dy,dz^ che risultano proporzionali ai de- 
terminanti di secondo ordine formali colla matrice: 



8/ 


a/ 


a/ 


d X 


^y 


dz 


dF 


dF 


e F 



d X d y d z 



(4) 



e indi dovremmo porre questi valori nei deno- 
minatori della formola (1). 

Però possiamo anche procedere diversamente. 

Osserviamo che per effetto delle (1) i binomi 

X — x , Y—y , Z—z 

divengono proporzionali a dx, dy, dz; quindi nelle 
(3) se noi sostituiamo i detti binomi a questi dif- 
ferenziali, abbiamo due equazioni che rappresen- 
teranno la tangente richiesta, cioè : 



^l(X-x)+^(Y-y)~^^{Z^^)=.0 



d X 

dF 



dz 



a.(-^-'^-> + 7^(^-^) + ^<^ 



s) 



-i 



(5) 
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Consideriamo ora il piano che passa pel -punto 
di contatto della tangente e che é ad essa perpen- 
dicolare ; questo piano si chiama il piano normale 
alla curva. 

• Per trovare l'equazione del piano normale non 
c'è che applicare le regole della Geometria anali- 
tica per condurre il piano perpendicolare alla retta 
rappresentata dalle equazioni (1). 

L'equazione di un tal piano sarà in generale 

Xdx-\'Ydy'\'Zdz+ C = 

essendo C una costante dipendente dal punto pel 
quale si vuole far passare il piano. 

Ora si é detto che il piano normale deve pas- 
sare pel punto di contatto, perciò la sua equazione 
deve essere soddisfatta dalle coordinate (a?, y, i)^ 
onde : 

C= — (xdX'\'ydy + zdz\ 

e perciò il piano normale é : 

{X — X) d X + {Y — y) d y + (Z -^ z)d z = ^, (6) 

Se le equazioni della curva sono date sotto la 
Ibrina : 

per modo che, come abbiamo visto, i differenziali 
dxy dy.dz risultano proporzionali ai minori di 2° 
ordine dati dalla matrice (4), si ha per equazione 
del piano normale: 
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(-V-.7,') 



df 


dF 


e y 


^y 


ri 


rF 


V z 


'f^ .z 



+(y 



+(^- 





i.f 


dF 


u) 


'o.r 


r z 

vF\ 




il X 


dX 




'/ 


d F 


^) 


ÙX 


f X 


^f 


d F 



+ 



^ y (^ y 



r=(\. 



Possiamo ottenere subito le forinole che danno 
i coseni di direzione della tangente alla curva ; 
formole che del resto le abbiamo già ottenute avanti 
in altro modo. 

I coseni di direzione di una retta sono dati in 
generale dal rapporto della proiezione di un seg- 
mento della retta sugli assi £c,y,z per il segmento 
slesso. 

Ora segniamo sulla tangente un segmento r con- 
tato dal punto X, Y, Z sino al punto di contatto 
0?, i/y z. Le proiezioni di r sono rispettivamente 

X— ce , y—y - ^ — ^, 

onde i coseni richiesti sono : 



cos (t X) — 



cos {i y) 



cos (i z) = 



X-x 



r 




Y 


y 


r 




/ 


z 
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Intanto 

e dairequazìone (1) della tangente si ricava che i 
binomi : 

X—x , Y—y , Z—z 

sono proporzionali a dx, dy, dz^ cioè che: 
X — x=^^dx , Y— y=z^dy , Z — z = pdz, 

onde sostituendo si ha infine: 

,. . . das dx 

cos (^ a?ì — de ^ = -j— 

cos (t Z) = ±: ^ = -7— , 

s/ds^ + dy^ + dz^ . ^^ 

ricordando le fornaole del Gap. VI, § 1 per le quali 
il differenziale d s delParco 8 della curva si espri- 
meva mediante i differenziali delle coordinate colla 
formola 

d8==\/ dx*-{-dy^ -^-dzK 



Vogliamo applicare queste formole ad un esem- 
pio. 
Consideriamo la cosiddetta elica cilindrica. 
Essa é una curva generata nel seguente modo, 
//w/naginiamo un ciYmàro t^\X.ci ^Q>V\ft.\:kQsecipco- 
ìare di raggio r. lmmag\tv\atxi0^o\\xxvV\Nax\%^^<j.Vkt 
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che si avvolga attorno al cilindro in modo che il 
cateto ab venga a combaciare colla base del ci- 




Fig. 8. 

lindro retto. Allora l'ipotenusa a e disegnerà sul 
cilindro una certa curva a spirale che è i^\roT;NHc\ 
relica cilindrica. 
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Noi dimostreremo la seguente proppieté carat- 
teristica di questa curva: la tangente in un qua- 
lunque punto si inclina sempre del medesimo an 
fjolo sul piano x y, o, ciò che è lo stesso. Vangalo 
della tangente colVasse delle z è eostante. 

Prima di tutto troviamo le equazioni dell'elica. 

Sia P un suo punto qualunque ; è evidente che 
conducendo da P la perpendicolare sul piano xy, 
. il piede di tale perpendicolare deve cadere sul 
cerchio base del cilindro. 

Intanto P è la coordinata z del punto P, e dal 
triangolo a P si ha : 

^ = PO=:a0.tge. 

Se congiungiamo Q con O, la lunghezza aQ è 
Tarco della circonferenza della base' del cilindro, 
e quindi è uguale a: 

r a. 

essendo a l'angolo aOQ^ onde : 

^ = artge, 

(love rtg6 è una costante per qualunque punto 
P dell'elica. 

D'altra parte le x, y sono rispettivamente QS e. 
Q R^ e cioè 

x = r sen a 
y = r cos a, 

onde infine si hanno le tre coordinate di un punto 
deirelica espresse in fuwzioxv^ à^Wt ^^tlft^bUft indi- 
pendente a. 
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Troviamo il coseno dell' angolo che la tangente 
fa coH'asse delle z. Si ha: 

dxzz: cos a r/ a 
d y Tr=: — r sen a r/ a 



d z = r Igo da. 



onde : 



cos it z) = tff _ = sen o. 

Di qui si vede che questo coseno è indipendente 
dall'angolo a, e quindi è lo stesso per tutti i punti 
P deirelica. 



§ 12. Piano tangente e retta normale ad nna su- 
perficie. — Immaginiamo una superfìcie: 

fi^> i/i x) = 0, 

e per un punto di essa supponiamo che passi 
un'altra superficie qualunque 

F(a?,//,4r) = 0. 

Allora le due superficie definiranno una certa 
linea che nel punto 3£,y,z ha per tangente la retta 
rappresentata dalle due equazioni i 

df df df 

e x^ ' d (1^ ^' ^ z^ 

\ (i) 
F ó F d F i 

Pascal, Calcolo infinitesimale, l. "^"^ 
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Ora se la seconda superficie F= si fa variare 
in un modo qualunque, si hanno altrettante linee 
e altrettante tangenti a queste linee in quel punto. 

Si vede subito dalle (l) che tutte queste tangenti 
vengono a stare in un piano. 

Infatti la prima delle equazioni (l) non dipende 
affatto dalla natura della seconda superficie va- 
riabile F=0, e quindi tutte le tangenti staranno 
in un piano fisso che ha per equazione la prima 
delle (1). 

Questo piano si dice piano tangertte alla super- 
ficie /=0. 



Se ora conduciamo pel punto di contatto del piano 
tangente la retta perpendicolare a questo piano, 
abbiamo la cosiddetta normale alla superficie. 

L'equazione di questa normale per i principii di 
Geometria analitica sarà data da: 

X-jc Y-y Z-z 



df_ cf rf (2) 

ex b fj e 






E se invoco indichiamo con />, <j le derivate par- 
ziali di z rispetto ad a? e //, cioè poniamo : 

— - J-Z 



e .r rf ry cj^ 

'( Z r z 

Jcguaziono del piano tangente diventa: 

{X - jc) p -V (.Y - u^ (1 =- Z - -K. <>,^^ 
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e le equazioni della normale diventano 

A'— X Y — y Z — z 



-1 



(^) 



Se vogliamo i coseni di direzione della normale, 
dobbiamo sulla retta (2) operare analogamente come 
abbiamo fatto nel paragrafo precedente a proposito 
della tangente alle curve ; si ha cosi : 



cos (/i iv) = i 









cos (ai y) = dz 






COS {a z) = ± 



V(S)+(^)+(^) 

e se invece prendiamo T equazione della normale 
sotto la forma (4) abbiamo : 



cos {ri X) — -àz 



cos {n y) — àz 



cos {n z) — ^ 



v/ i + /^* + />" 
I 
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Vogliamo applicare queste formole a dimostrare 

la seguente ppopcietà che del l'esto è evidente con 
considerazioni geometriche : in un cono retto eir- 
colare, la normale in qualunque punto fa sempn- 
III stesso angolo co! piano base. 

Prendendo l'asse del cono come asse delle ; e 
per piano xy il piano ad esso normale e passatile 
pel vertice, l'equazione del cono è: 

^' ^ a» (^.J + ,/»), 

dove a è la cotangente dell'angolo costante che 
una qualunque delle generatrici del cono rormn 



Vi+p'+q*^\/\+n 



^ l'i. Del rag:gio di onrVatnra in nu punto dì iinft- 
onrra storta — Nel caso delle curve piane noi per 
>itudiare la curvatura abbiamo cominciato a con- 
sidei-are le tangenti airestremità di un arco e Tan- 
ffoln che queste tangenli Wmaiv" ^(i^Xs^f^. 
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Nel òaso delle curve storte le tangenti non stanno 
in un medesimo piano, ma noi per studiare la cur- 
vatura continueremo a considerare Tangolo che 
l'ormano fra loro le tangenti alla curva. 

Nel caso delle curve piane noi potremmo anche 
immaginare che la ricerca si faccia nel seguente 
modo. 

Sia dato un arco di curva PP'; conduciamo le 
tangenti agli estremi e poi da un medesimo punto 
O conduciamo le parallele a queste tangenti, sino 
all'incontro di una circonferenza di raggio 1 che ab- 
bia il centro in O. Allora Vangalo delle tangenti è 
misurato dall'arco di tal circonferenza ; la curva- 
tura della curva è il limite del rapporto fra Tarco " 
di tal cerchio e l'arco della curva (v. § 5). 

Cerchiamo di estendere questa considerazione al 
caso delle curve storte. 

Perché qui le tangenti non stanno nel medesimo 
piano, noi considereremo una sfera di raggio 1, e 
condurremo dal centro le parallele alle tangenti. 

Ad ogni punto P della curva corrisponderà un 
punto p della superfìcie sferica ; su questa viene 
a disegnarsi una curva che può chiamarsi la im- 
magine sferica della curva data. Se l'arco della 
curva data si fa tendere a zero, tenderà anche a 
zero l'arco della immagine sferica. 

Estendendo la definizione di sopra noi defini- 
remo per curvatura in P della curva data, il 
limite del rapporto fra Varco della curva sferica 
e Varco della curva data. 

L'inverso di tal limite lo chiameremo poi raggio 
di curvatura nel punto P, della curva ; e ciò per 
co/2Sjc/eraziojii analoghe a qvieW^ ^n*\V\v^'^vìc\5ò\\'^\^. 
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Dopo avere cosi definita la curvatura in un punto 
di una curva dobbiamo passare a darne la espres- 
sione in funzione delle coordinate del punto e dei 
differenziali di tali coordinate. 

Dobbiamo perciò naturalmente cominciare a 
calcolare V arco sferico che chiameremo g. Ora 
essendo a, p, 7 gli angoli di direzione della tan- 
gente in P, le coordinate del punto p sulla sfera 
di raggio 1, riferite al centro della sfera, come ori- 
gine, sono : 

COS a, COS P, COS 7, 

quindi il differenziale dell'arco della curva de- 
scritta da p sarà (v. Gap. VI, § 1): 

.d n = v/ (d COS a)2 4- {d COS P)« + {d COS 7)2. 

Questa espressione la possiamo trasformare in- 
troducendo le note espressioni di cosa, cos p, C0S7. 

Da: 

dx 

cos a =-5— 

ds 

si ha : 

ds d^x — dxd,^ s 



d cos a = 



ds^ 



quindi, elevando a quadrato, e poi * scambiando 
./? con // e ;r, e sommando le tre espressioni cosi 
ol tenute, si ha : 

^^'■^' = .TU2 {d^-r^^) + {d^u)^ + {d^z)^ 

~-^(dxd^.r + dfjd-^ij + d^d^z)-\- 

(d^ sì2 
+ i^ (ri x^ -V .V ij» Jr à ^■\ 
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Intanto da : 

dx^ + dy^ + dz^^^ds^ 

si ha (v. Gap. VI, § 1). 

docd^oc-^dy d^ f/-{-dz d^ z = ds d^ .9,, 

onde infine : 



^ ^ _ \/{d^ oof + {d^ yf + (d^ z)^ - (d^ s)^ 

ds 



(1) 



Se nella espressione sotto il radicale si sosti- 
tuisce a d^ s il suo valore in funzione delle coor- 
dinate si ha infine : 

1 

,1 '7= -j^ x/id i/d^z — dz d» jy)8+(rf zd^x — dxil^z)^-\-idxd^ij — (l y R^ a;)^ (2) 

e se in (l) prendiamo s per variabile indipendente 
sarà 

r/2 .9 = 

e quindi : 



ds 



\\(d^x\f , (d^ y\^ , /rf2^\2 



§ 14. La normale principale. — Consideriamo in 
un punto di u)ia curva il piano normale, cioè il 
piano perpendicolare alla tangente in quel punto. 
Ogni retta che sta in quel piano e che passa per 
iì punto di contatto de\la \,aT\ge.wVe. \^^^Yk <i.wv^\\'è.- 
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rarsi come una retta normale alla curva ; però fra 
tutte tali infinite rette ve ne è una che ha una 
importanza caratteristica perchè ha una posizione 
speciale* rispetto alla curva. Tale normale si chiama 
principale. 

Essa si ottiene cosi: 

Disegniamo sulla sfera di cui abbiamo parlalo 
nel paragrafo precedente, la curva luogo del punto 
p (immagine sferica), e disegniamo la tangente a 
tal curva in p. Conduciamo poi da P la parallela n 
a questa tangente n'. La retta n è la normale 
principale. 

Noi dimostreremo, in seguito, delle proprietà ca- 
ratteristiche di questa normale; per ora ci limi- 
tiamo a trovare le formole che danno i coseni di 
direzione di questa retta. 

I coseni di direzione di n sono gli stessi che 
quelli di n' che è la tangente alla curva sferica. 
Quindi non resta che calcolare i coseni di dire- 
ziono di questa tangente che sono rispettivamente : 

6/ cosa dcosf^ d cos 7 

do ' (i cr ' d cr 



Chiamando ^, x, ^ gli angoli di n cogli assi si 
ha dunque (essendo R — -A-) : 



jdji^ ,dy jd z 

cos ; = R — — ; COS -n =^ ft —3 — ^ cos ^ = /< — j — 
ds ds d% 
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e, se si prende s per variabile indipendente, si ha : 

COS 1= R -TZi , COS VI = /t -j-fl , COS ^=:R 



ds^ 



ds^ 



ds^' 



^ 15. Bel centro di curvatura. — Costruita pel 
punto P della curva la tangente ^ e la normale 
principale n, disegniamo su questa, a partire da P, 
una porzione P C per quanto é il raggio di cur- 
vatura R. Però bisogna fissare da che parte di n 
bisogna staccare questo segmento. 




Se supponiamo per ^condotto il piano perpendi- 
colare ad n, ì punti vicinissimi a P rimarranno 
in generfcile tutti da una medesima parte rispetto 
a questo piano ; é da questa parte che bisogna 
staccare su n il segmento R. 

11 punto C lo chiameremo centro di curoatura 
della curva in P, e se poi da C conduciamo la 
retta p perpendicolare al piano t n , questa si 
chiamerà la retta polare corrispondente a P, e la 
paraììeìa a p condotta per P si awoV Ocv\%x«v.^^^ ^ 
normale. 
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Ci proponiamo di dimostrare una proprietà no- 
tevole della retta polare : essa rappresenta la 
posizione limite verso cui converge V intersezione 
del piano normale alla curva in P, e di un altro 
piano normale in un punto infinitamente vicino. 

Infatti l'equazione del piano normale in P é 
data da : 

V == (X— X) cos a -\-'{Y— y) cos p + C^-*- -2^) cos 7 = 

essendo a, p, 7 gli angoli di direzione della tan- 
gente. Se in questa equazione si sostituiscono ad 
.V. /y, z le espressioni : 

x + \x , il-\-\u , z + \z, 
si ottiene il piano: 

v + A y=o, 

che sarà normale nel punto vicino a P. L'inter- 
sezione di questi due piani sarà la stessa dell' in- 
tersezione dei piani F=:0, e A V=0^ e nel limite 
questa intersezione è quella dei piani : 

y=0 , dV=0 

(love con d V si intende il differenziale iì V, cioè 
Tespressione che si ottiene considerando in V le 
./;, y. z, cos a, cos p, cos 7 funzioni di una variabile 
indipendente, e differenziando rispetto a questa va- 
riabile ; cioè : 

d V^=(A'-a7)rZcosa + (y-y)c^cos p-h(Z-^)rfcos7 — 
— (fi X cos a -\- d y o.os,^ -V d z e.cN«?^-^ — ^\ 
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ora : 



d cos a = cos Ida = j^ cos l d s 
d cos p := cos Vida = -^ cos T, d s 

ti 

d cos 7 = cos Ida r= — cos ^^d s 



R 



e inoltre: 



da? r, d u d z 

cos a == -j- , cos 6 = —r- . cos 7 = -r— , 
ds ds * ds 

onde infine si lia :. 

d F= (^— a?) cos 1 + {Y— lì) cos v. + (Z- z) cos ^ — /? ^ 0. 

Questa é Tequazione di un piano che è perpen- 
dicolare alla retta, i cui angoli di direzione sono 
; VI j; cioè alla normale principale , che disia dal 
punto di coordinate x^y^z, cioè da P, di una di- 
stanza quanto /?, e che inoltre sta, rispetto a P, 
dalla stessa parte da cui sta C; dunque questo 
piano non é che il piano passante per/) perpendi- 
colare ad n\ quindi Tintersezione di questo piano 
col piano normale (che è il piano di ;i e di p) è 
precisamente />. 

Passiamo ora a trovare le coordinate del centro 
di curvatura. 

Chiamando x^^ys^^^i 1® coordinate di C si ha che 
^i — oc. ^1 — ^» z^ — z sono le proiezioni di P C=^R 
sugli assi coordinati, onde : 

oci — X =^ R cos l 
Ui ~ il -~ ^cos r. 
z^ — z^^ Rcoa^ 
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anche : 

. (h tJi/ 

' ds 

, d z 

Ricerchiamo le espressioni dei coseni di dire- 
zione della retta p {retta polare), o, ciò che è lo 
stesso, della binormale (v. pag. 297). 

La retta p è perpendicolare 'alle due rette, la 
tangente e la normale principale. Ora di tali due 
rette conosciamo i coseni di direzione, dunque colle 
l'ormole di Geometria analitica possiamo trovare i 
coseni richiesti. 

Chiamando >., a., v, gli angoli della retta polare 
cogli assi coordinati, ed essendo «, p, ^ gli angoli 
di direzione della tangente, e 5, ti, l quelli della 
normale principale, si ha che: 

COS A = COS p COS 5; — COS 7 COS 71 
COS [J. = COS 7 COS l — COS a COS ^ 
COS V r=: COS a COS r, — COS ? COS ^, 

co/i oscen do le espvessVom à\ ^o^ a^ ^^'5»'^^ ^«^'^.-v 
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cos E, cos VI, cos^, si ha infine 

^dn d} z — d z d^ (j 

-^dz d^oe — d'^ z dx 

cos [J. —• R — — , , 

d s^ 

r^dwd^ tj — du d^x 

cos N — jR -~r-T • 

d s^ 

Le equazioni della retta polare sono : 

X-x^ ^ Y—y^ ^ Z-z 
cos X cos [j. cos V 

dove oc^yi^i sono le coordinate del centro di cur- 
vatura. 



§ 16. Contatto di una curva e di una superficie. — 

Si* abbia una superfìcie S e una curva C che ab- 
biano un punto di comune M, e conduciamo la 
normale alla superficie in M. Per semplicità sup- 
poniamo che questa normale sia Tasse delle z ; e 
conduciamo dai diversi punti della curva le pa- 
rallele a questa normale, per modo da formare un 
cilindro che taglia la superfìcie S in un'altra 
curva G\ 

Le coordinate o?,^, z delle due curve sieno espresse 
in funzione di una medesima variabile indipen- 
dente i. Sviluppiamo colla formola di Taylor le 
coordinate è dei punti M' e K, la differenza delle 
cui coordinate z è geometricamente espressa dalla 
lunghezza M' K, (fig. 10). 

Se per la curva C si ha z^=-f\S) e, ^^^ C^ '^\ ^n^ 
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s = tf (t), si otterrà : 

.,(1) ^ ^(to)-i-(t - to)<t' il)+ ^^~Ì'''\ " {to)+ ... 

•ri • 

supposto che al punto M corrisponda il valore tu 
del parametro L 




Vii^. 10. 
Onde : 

M'K==\f(to)-o(to)\ + {t-Ìo)\f(to)-^'(to)\+.>- 

Le considerazioni che ora qui si presentano 
sono perfettamente analoghe a quelle fatte altre 
volte a proposito del contatto di curve piane (§ 8). 

Diremo che la curva e la superficie hanno con- 
tano tVordlne l in M se sono zero tutte le diffe- 
renze 

f{to)-o(to) 

f{i,)-^\t,] (1) 



.f vi) {i o^ — <^*^> M- o^. 
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In tal caso si osserverà che la lunghezza M' K 
quando M' si avvicina indefinitivamente a M di- 
viene un infinitesimo di ordine i -{- ì rispetto a 
t — to considerato come infinitesimo principale. 

Se una superficie ha 2 + 1 parametri arbitrari 
noi li possiamo determinare in modo che sieno 
zero tutte le differenze (1), e allora la superficie 
avrà colla curva il massimo contatto possibile e 
si dirà oseulatrice alla curva, 

§ 17. Del piano osculatore. — Vogliamo ora tro- 
vare Tequazione e le proprietà di un piano che 
in un punto di una curva abbia con essa il contatto 
di massimo ordine. 

Poiché neirequazione del piano vi sono, al mas- 
simo, tre parametri arbitrari, cosi si vede che in 
generale un piano potrà avere con una curva in 
un punto un contatto, al massimo, di 2^ ordine. 

Sia l'equazione generale del piano : 

aX-^b y+cZ~/) = 0, (1) 

dove a2 + 6* + c2 = l, cioè a.b^c sieno i coseni di 
direzione della retta perpendicolare al piano. 

Supponiamo che esso passi pel punto oc, y^ s della 
curva, e si ha per prima condizione : 

a X -\- b y -{- e z — p =^0. (2) 

Per lare che il piano abbia un contatto di 2» or- 
dine colla curva dobbiamo fare che la perpendi- 
colare abbassata sul piano dal punto: 

sia un infinitesimo di 3o ordine quando \ t diventa 
intìnitesimo. 
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Tale perpendicolare é data da : 

é 

o intanto per la formola di Taylor si ha: 

e forinole analoghe si hanno per A^, A^:; onde, 
sostituendo e ponendo poi eguali a zero i coeffi- 
cienti di A^, Ai* (con che si ha appunto che, se it 
diventa infinitesimo, 6 diverrà un infinitesimo di 
> ordine), si hanno le condizioni: 

d^x , , d^ u , d^ z ^ 

Le equazioni (2), (3), (4) determinano i coeffi- 
cienti deirequazione del piano osculatore. 

Sotto la forma di determinante tale equazione 
si ottiene eliminando a,b,e,p fra le (1) (2) (3) (4), 

{\ si Ila : 

I .Y Y Z -\ 

I 

\ iC II z — 1 
' d X d // d z 



\ dt dt dt 



1=0. 



d^ X ó?- tj dz^ ^ \ 

7/7^ Tu* 70^ \ 
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Se invece fra (1) (2) eliminiamo p e poi fra l'equa- 
zione che ne risulta e le (3) (4) eliminiamo a. b, e-, 
otteniamo V equazione del piano osculatore sotto 
l'altra forma più conveniente : 

A'^ ~ 00 Y — y Z — z 

d X d II d z 

~di ~dt 7/7 =0. 

d^ X d* ij d^ z 



di* di* di^ 



Dimostjj^remo ora le proprietà fondamentali del 
piano osculatore. 

Si vede in primo luogo che i coefficenti a, 6, e 
sono proporzionali ai determinanti della matrice: 



dx di/ d z 



di 
d* X 



dt 
d^ll 



dt 
d* z 



dt* di* di* 



Onde, poiché tali determinanti sono anche pro- 
porzionali ai coseni di direzione della retta polare, 
cosx, cos |x, cosv, cosi si ha che il piano oscu- 
latore é perpendicolare alla retta polare, e perciò 
esso è il plano della tangente e della normale 
principale. 

1 seguenti due teoremi sono interessanti perché 
ci fanno meglio conoscere la intima connessione 
fra il piano osculatore e la natura della curva. 

1. Il piano osculatore è la posizione limite del 
piano che passa per un punto fisso della caroa e 
per altri due punti di questa^ qatttido laVv, oXV.tV. 

Pascal, Calcolo infinitesimale^ 1. *^^ 



30G 
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due punii si avoicinano indefinitamente al punto 
fisso. 
Infatti se 

a{X-x) + b(Y—yy+e(Z'^£) = 

è Tequazione di un piano che passa pel punto 
{x y z\ e se poniamo le condizioni che tal piano 
deve anche passare per gli altri due punti 

(x-{'lx,y + ly,s + l zUx + A^ ^, ^ + A^ ^, ^ + Ai z) 

si avranno le altre due l'elazioni: 

a A a? + i» A // + e A ^ = 
a\^x + h ^^y'\-e^^zz=0 

che unite con quelle di sopra danno, per equazione 
del piano passante pei tre punti : 



X~x Y—y Z—z 

àx ly ^z 
^^x \^y ^^z 



= 0. 



(5) 



Ora supponiamo che gli accrescimenti A a?, A ^, a 5, 
A^it?, A4I/, A^^ sieno dati alle coordinate x,y,z in virtù 
degli accrescimenti A^, A^^ dati alla variabile in- 
dipendente Mi cui supponiamo c*he le x^y^z sieno 
funzioni. 

Allora in virtù della formola di Taylor si ha : 

_dx \ d^x . .g , 

^ ""-"dt^ ^'^2\~d¥^ ^ +••• 

CI X . , \ CI %Àj o t 



efovmoìe analoghe s\ awauxvo^v ^lJ|,^v^à^^*^V2» 
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Facendo ora convergere ^t q ^^t n zero si ha 
finalmente precisamente Tequazione del piano oscu- 
latore 



dx 
'dt 



dt 
di^ 



Z—z 

d z 
~dt 

d^z 
dt* 



0, 



6 con ciò il teorema è dimostrato. 

Da questo teorema risulta anche Taltro: 
2. // piano osculatore è la posizione limite del 
piano che passa per la tangente alla curva e per 
un altro punto della curva stessa, quando quest'al- 
tro punto si avvicina indefinitamente al punto di 
contatto della tangente. 

Infatti nel determinante (6) noi possiamo fare 
prima tendere i\^ a zero, e allora (6) diventa Te- 
quazione di un piano che passa per la tangente 
alla curva e pel punto x-\-i^Xy </ + ^i£/? ^-[-^iZ\ 
e facendo poi tendere A^ ^ a zero i^i ha il piano 
osculatore. 

Osserviamo infine che per le curve piane il piano 
osculatore è lo stesso per tutti i punti ed è pro- 
priamente il piano della curva. 

§ 18. Della torsione. — Nel caso delle curve piane 
a noi è bastato considerare la curvatura della curva 
dipendente dalle successive deviazioni della tan- 
gente ; ma nel caso delle curve storte evidente- 
mente c'è da considerare anche un altro genere di 
deviazione. Immaginiamo un punto di una curva 

'Ha e in esso il piano osc!.vi\9L\.oYfò \ a;N\^w^<ò y^^- 
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siamo ad un altro punto vicino della curva allora 
oltre la deviazione della tangente, c*é un'altra de- 
viazione indipendente dalla prima ed è quella del 
piano osculatore. Tale deviazione dà luogo alla 
cosiddetta torsione o seconda curvatura- 

Al solito per considerare la deviazione di un 
piano ci fa più comodo considerare quella di una 
retta perpendicolare ad esso, e quindi considere- 
remo semplicemente la deviazione della retta po- 
lare, che, come sappiamo, è perpendicolare al piano 
osculatore. 

Se operiamo analogamente come facemmo per 
la curvatura, cioè dal centro di una sfera di raggio 
1 conduciamo le parallele alle rette polari, e con- 
sideriamo il rapporto fra l'arco di curva che si 
viene a formare sulla sfera, e l'arco di curva 
data abbiamo la torsione media di quesV arco, e 
se consideriamo il limite di tale rapporto abbiamo 
la torsione nel punto della curva data^ e l'inverso 
di questo limite è ciò che si chiamerà raggio di 
torsione T. Chiamando A t T arco della curva 
sferica che siamo venuti a costruire si ha dun- 
que che: 



1 ,. dr dx 
= lim — =^ 



T ^s ds 

essendo T il raggio di torsione. 

Per trovare l'espressione di rfx osserviamo che 
le coordinate del punto della curva sferica, rife- 
rite al centro della sfera come origine delle coor- 
dinate, sono rispettivamente : 

COSX , COS\L , CQ^N^ 



i 



310 Gap. VI. § 18. Della torsione. 

essendo x, fx,/ al solito gli angoli di direzione della 
retta polare. 
Onde : 



I i / ìd cos X\* (d cos fi.\* /(/ cos A* 

T - v \~dr) + viTT"; + \~dr) 

Conoscendo ora i valori di cos x, cos fx, cos v, si po- 
trebbe trasformare opportunamente questa espres- 
sione, in modo da introdurvi le derivate di x tj z 
che sono le coordinate del punto della curva data. 

Se la curva é piana deve essere: 

r=oo 



Cloe : 



{d cos \\^ , /d cos aV , /d cos -A^ ^ 



Aggiunte. .'U 1 



AGGIUNTE 



A pag. 99 e 181. — Dalla dimostrazione del U;o- 
reiiia di Rolle, messa in relazione colla teoria 
dei massimi e minimi, risulta una conseguenza 
che é utile rilevare, perché di essa vi é biso- 
gno qualche volta (v. p. es. il Gap. VII, .^ 15 
del voi. Il) ed è che: ammesse le stesse ipotesi 
che si fanno per il teorema di Roli.k, esiste 
sempre, nelVinterno dell'intervallo, un punto, 
in cui la derivata della funzione non solo è 
zero, ma muta di segrno. 

A pag. 202. — In fine della pagina ifi luogo di : 
non tenda a zero cambiando infinite volta di 
segno, eie. 
Si legga: 
tenda a zero non cambiando infinita; voU<t di 
segno, allora il limit4> di fix) risulta d<;t<trrrji- 
nato e propriamente eguale all' infinito, poy.i- 
tivo o negativo. 
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Ministero dell' Istruzione 

Gabinetto 

del Sottosegretario di Stato 

Roma, 3 nov. 1900. 



Ill.mo Signore 
Comm. Ulrico Hoepli 
Editore 

Milano. 



La collezione dei Manuali 
Hoepli, ricca ormai di quasi 
700 volumi, forma la più vasta 
enciclopedia di scienze, lettere 
ed arti finora apparsa in Ita- 
lia. Meritano lode certamente 
e gli autori, che in forma lu- 
cida e breve hanno preparato 
cosi valido ausilio alla gioventù 
studiosa, e Veditore che ha sa- 
puto scegliere, tra le varie di- 
scipline, quelle che meglio val- 
gono a formare un complesso 
di cognizioni indispensabili alla 
cultura moderna. 

firmato: 

Enrico Panzacchi. 

Sotto Segretario di Stato 
Ministero della Puhhl. Istruzione. 



Il Ministro 
per l'Agricoltura, l'Industria 
e il Commercio 

Roma, 25 olt. 1900. 

IH. sìg. Comm. U. Hoepli, 

Milano. 

La larga accoglienza fatta 
alla collezione dei manuali, e- 
diti dalla Sua benemerita Casa, 
deve certo formare la migliore 
e più ambita ricompensa per la 
S. V. Ill.ma, che con intelli- 
gente cura ne dirige la pub* 
blicazione. 

Questo Ministero ha avuto più 
volte occasione di fermare la 
sua attenzione sui lavori che 
più direttamente riguardano 
V agricoltura, la zootecnia e le 
industrie ad esse attinenti, trO' 
vandoli rispondenti allo scopo, 
che la S. V. Ili ma si propone 
di conseguire. 

Mi torna quindi gradito di 
esprimerne a Lei il mio sincero 
compiacimento, mentre Le au- 
guro che sempre maggior fa- 
vore abbia ad incontrare code- 
sta Sua utile raccolta 

firmato: Gargano. 



Tutti i MANUALI HOEPLI sono elegantemente 
legati in tela e si spediscono franco diporto nel 
Regno. — Chi desidera ricevere i volumi, racco- 
mandati, onde evitare lo smarrimento, é pregato 
di aggiungere la sopra tassa di raccomandazione, 

9^ I libri, non raccomandati, viaggiano a 
riseliio e pericolo del committente -^a 
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Nella divisione sistematica che segue, fatta espressamente 
per facilitare la consultazione del presente catalogo, ho ra- 
dunato in pochi gruppi e disposto in ordine alfabetico tutte 
le voci più salienti delle materie trattate nel Manuali Hoepli 
e prego gii Studiosi di consultarlo sempre nelle loro ricerche. 



Abitazioni d. ani ni ali 
Agricoltore (il lib.dell') 
Agricoltore (pront. d.) 
Agronomia 

Id. e agricoltura 
Agrnmi 

ADmentaz. bestiame 
Analisi vino 
Animali da cortile 
Id. parassiti 
Apicoltura 

Aisicur. aziende rurali 
Bachi da seta 
Bestiame e agricolt. 
Cane 

Cantiniere 
Caseificio 
Catasto 
Cavallo 

Chimica agraria 
Cognac 

Colombi domestici 
Computisteria agraria 
Concimi 
Coniglicoltura 



Agraria. 

! Distillazione vinacce 

Economia fabb. rurali 
; Enologia 

I Id. domestica 
I Estimo rurale 
I Id. dei terreni 
ì Floricoltura 
I Frumento e mais 
I Frutta minori 
j Frutticoltura 
; Funghi mangerecci 
; Gelsicoltura 

Humus 

Igiene rurale 
Id. veterinaria 

Immunità, a. malattie 

Insetti nocivi 
Id. utili 

Latte, burro o cacio 
jLegislaz. rurale 
(Macchine agricole 
iMais 
1 Majale 

'Malattie crittogam. 
1 Id. dei vini 



i Mezzeria 

Molini 

I Mosti e vini (densità d.) 
; Olivo e Olio 
jOlii vegetali, ecc. 
{Orticoltura 
• Paniticazìone 
{Piante e fiori 

Piante industriali 

Piante tessili 

Pollicoltura 

Pomologia 

Prato 

Prodotti agr.d.Tropico 

Selvicoltura 

Tabacco 

Tartufi e funghi 
; Triangolaz. Top. e Cat. 
jUve da Tavola 
jVini bianchi 
; Vino 

I Viticoltura 
j Zoonosi 
I Zootecnia 
1 • 



Prodotti alimentari. 



Adnlteraz. alimenti 
Agrumi 
Alimentazione 
Animali da cortile 
Apicoltura 
Caseificio 
Cantiniere 
Cognac 

Colombi domestici 
Coniglicoltura 
Conservazione sostan 
ze alimentari 



Enologia 
i Enologia domestica 

Frumento 
.Frutta minori 

Frutticoltura 
; Funghi mangerecci 

Gastronomia 

Latte, cacio e burro 
•Liquorista 
' Mais 
; Majale 
; Mosti e vini 



I Olivo e olio 
jOlii vegetali 
! Orticoltura 

Ostricoltura 
i Panificazione 

Piscicoltura 
i Pollicoltura 
: Tartufi e funghi 
lUve da tavola 
.Vini bianchi 

Vino 
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Industrie diverse. 



Abiti per signora 

Acetilene 

Acido solforico 

Apicoltura 

Arti grafiche 

Asfalto 

fiachi da seta 

Biancherìa 

Carta (Industria d.) 

Colori e vernici 

Commercio (Storia d.) 

Concia pelli 

Elettricità e appi, vedi 
al gruppo Elettricità 

Fabbro ferraio 

Falegname ebanista 

Filatura e tessitura 
Id. della seta 

Fiori artificiali 

Fonditore di metalli 

Fotografia : 
Carte fotografiche 
Dizionario fotogr. 
Fotocromatografia 
Fotog. industriale 



I Fotografia : 

Fotog. ortocromat. 
Fotog. p. dilettanti 
Fotogrammetria 
Fotosmaltografia 
Processi fotomecc. 
Proiezioni fotog. 
Ricettario fotog. 
Spettrofotometria 

Gaz illuminante 
; Gioielleria, oreficeria 
'Imitazioni e succe- 
danei 
j Incandescenza a gaz 
j Litografia 

Macchine per cucire 

Marmista 

Meccanica 

Meccanico 

Metalli preziosi 

Modellatore meccan. 

Naturalista preparai. 

Operaio 

Orologeria • 

Ostricoltura 



Panificazione 
Piante industriali 

Id. tessili 
Piccole industrie 
Pietre preziose 
Pirotecnia 
Piscicoltura 
Pomologia artificiale 
Ricettario domestico 
Id. industriale 
Saggiatore 

Saponi (Industria dei) 
Seta (Industria d.) 
Specchi (Fabbric.) 
Stearica (Industria) 
Tessuti di lana e cot. 
Tipografia 
Tintore 

Tintura della seta 
Tornitore meccanico 
Trine al fusello 
Vernici, lacche, inch. 
Vetro 
i Zucchero 



Fisica e Chimica. 



Acetilene 

Acido solforico 

Adulterazione alim. 

Alcool 

Analisi chimica qual. 

Analisi vino 

Id. volumetrica 
Calore 
Chimica 

Id. agraria 

Id. analitica 

Id. appi. a. igiene 

Id. clinica 

Id. legale 

Id. sostanze col. 
Chimico industriale 
Climatologia. 
Cognac 



Concimi 

Conservaz. sost. alim. 
• Dinamica 
I Disinfczione 
' Distillazione vinacce 

Elettrochimica 

Energia fisica 

Esplodenti 

Farmacista 

Farmacoterapia 
: Fisica 

Fisica cristallografica 

Fotografia (v. al grup- 
po Indunfrie) 

Fulmini e parafulmini 
I Galvanoplastica 
! Galvam'Aza'MOTve 
lGalvaivosteg\a. 



Gravitazione 
Igroscopi, igrom. 
Latte, burro, cacio 
Liquorista 
Luce e colori 
Id. e suono 
Meteorologia 
Microscopio 
Olii veget. miner. 
Ottica 
, Profumiere 
Sieroterapia 
Spettroscopio 
Termodinamica 
Tintore 
I Tintura di seta 

\ 
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Acque miner. e terni. 

Anatom. e fisioL comp. 

Anatomìa microscop. 

Anatomia vegetale 

Animali parass. uomo ' 

Antropologia 

Batteriologia 

Biologia animale 

Botanica 

Cane 

Cavallo 

Coleotteri 

Colombi domestici 

Coniglicoltura 

Crìstollografia 

Ditteri 

Embriol e morfol. gen. 

Fiori artificiali 

Floricoltura 



Storia Naturale. 

Fisica cristallografica 
Fisiologia 

Id. vegetale 
Frutticoltura 
Frutta minori 
Funghi mangerecci 
Geologia 
Imenotteri ecc. 
Insetti nocivi 

Id. utili 
Ittiologia 
Lepidotteri 
Maiale 

Malattie crittog. 
Metalli preziosi 
Mineralogia gcner. 

Id. descritt. 

Naturalista preparat. 
Naturalista viaggiat. 



Orticoltura 

Ostricoltura e mitil. 

Paleoetnologia 

Paleontologia 

Piante e fiori 

Pietre preziose 

Piscicoltura 
i Pollicoltura 
i Pomologia 
j Protistologia 
I Selvicoltura 
I Sismologia 

Tabacco 

Tartufi e funghi 

Tecnica protistol. 
: Uccelli canori 
i Vulcanismo 
I Zoologia 



Medicina, Chirurgia» Igiene. 



Acque miner. e term. 
Anatomia e fis. comp. 
Anatomia microscop. 
Anatomia topograf. 
Animali parass. uomo 
Antropometria 
Assistenza infermi 

Id. pazzi 
Batteriologia 
Biologia animale 
Chimica appi. a. igiene 
Chimica clinica 
Chimica legale (toss.) 
Chirurg. operativa 
Climatologia 
Disinfez. (Pratica d.) 
Embriologia 
Epilessia 
Farmacista 
Farmacoterapia 



[Fisiologia 
i Idroterapia 
! Igiene della bocca 
Id. del lavoro 
Id. vita pubblica 
Id. della pelle 
Id. privata 
Id. rurale 
Id. scolastica 
Id. veterinaria 
Id. della vista 
Immunità malattie 
Impiego ipodermico 
Infortuni d. montagna 
, Legislazione sanitaria 
; Malattie del sangue 
[Massaggio 
Materia medica 
Medicatura antisett. 
Medico pratico 



Microbiologia 

Microscopio 

Morte vera e app. 

Nutrizione bamb. 

Organoterapia 

Ortofrenia 

Pellagra 

Protistologia 

Psichiatria 

Psicologia fisiol. 

Rontgen (Raggi) 

Seniejotica 

Sieroterapia 

Soccorsi d'urgenza 

Terapia infanzia 

Tisici e sanatori 

Veleni 

Zoonosi 



Cavi telegrafici 
Elettricità 
Elettrotecnica 
Elettrochimica 



Elettricità. 



; Galvanizzazione 

I Galvanoplastica 

1 Galvanostegia 

; Illuminazione elettric. I Telegrafia 



Metallocromia 
Rontgen (Raggi di) 
Telefono 



Falmini e parsitulmini ; Magnetis. e e\eUi\c\Xa,\\3w\Và. •àu'^'^QN»^.^ 



e 
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Tecnologìa, Ingegneria, Costruzioni, ecc. 



Abitazioni anim. dom. 

Architettura 

Aritmetica e Geom. op. 

Asfalto 

Automobilista 

Calcestruzzo 

Calci e cementi 

Calderaio 

('asa dell'avvenire 

Ciclista 

Conti e calcoli fatti 

Cubatura legnami 

Curve circolari 

Decoraz. e indust. art. 

Dinamica 

Disegnatore meccan. 

Disegno assonometr. 
Td. geometrico 
Id. industriale 
Id. di projez. ort 
Id. (Gramm. del; 

Dizionario tecnico 

Fabbricati civili 



! Fabbro ferraio 
I Falegname-ebanista 
I Fognatura cittadina 
! Id. domestica 
: Fonditore in metalli 

Gaz illuminante 
' Gnomonica 
, Idraulica 

: Imitazioni e succed. 
, Incandescenza a gaz 

Industrie (Piccole) 

infortuni sul lavoro 
: (Mezzi p. prevenirli) 
'ingegnere civile 
! Ingegneria legale 
I Lavori in terra 
• Leggi lavori pubblici 
j Leghe metalliche 
1 Macchine a vapore 
1 Id. agricole 
Id. per cucire 

Macchinistaefuochiat. 
' Marmista 



! Meccanica 
Meccanico 
Meccanismi (500) 
Miniere 

Modellatore meccànic 
Molini 

•Momenti resistenti 
! Montatore d. macchine 



I Operaio 
I Orologeria 



Peso metalli 
j Prospettiva 
Regolo calcolatore 
j Resistenza d.materiali 
Scaldamento e ventil, 
.Siderurgia 
' Stereometria 
Strumenti metrici 
Tavole d'alligazione 
Tempera e cementaz. 
Termodinamica 
Tornitore 



Matematiche. 



Algebra elementare 
Id. compi. lanal. 
Id. Id. Ilequaz. 
Id. (Esercizi di) 
Aritmetica pratica 
Id. razionale 
Id. (Eserc. di) 
Id. e geom. d. op. 
Astronomia 

Id. nautica 

( 'alcole infìn.I cale. (iiff 
Id. II integrale 
Td. Ili d. variaz. 
1(1. (Esercizi di) 
C'elerimensura 
Compensazione errori 
Computisteria 
Conti e calcoli fatti 
('ubatura legnami 
Curve c'/rcoiari 
Determinanti 
Disogno assonometr. 



i Disegno geometrico 
I Id. industriale 
! Id. di projezioni 
I Id. topografico 
I Economia matematica 
! Eserciz.d. geom. elem. 
j Id. di Trigonom. 
Formulario di mateni. 
i Funzioni analitiche 

Id. ellittiche 
Geonietr. anal. d. piano 

Id. Id. d. spazio 
; Id. descrittiva 

Id. metr. e trig. 

Id. pratica 

Id. proj.d. piano 
I Id. Id.d. spazio 

Id. pura 
I Id. e trig. d. sfera 
Gnomonica. 
! Gruppi d\ tTaB-toTTcwA 
1 Gravila'/AoTve 



I Interesse e sconto 
I Logaritmi 
{Logica matematica 
i Logismografia 
j Matematiche superiori 
; Metrologia 
'Peso metalli 
j Problemi di geometr. 
Prospettiva 
Ragioneria 

Id. d. Cooper. 

Id. industriai. 
[Ragioniere (pront. d.) 
Regolo calcolatore 
Repertor. di matemat. 
, Stereometria 
Strumenti metrici 
[Telemetria 
I Teoria dei numeri 
V \^. 4. ombre 
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Amministrazione pubblica 
Diritto e Ginrispradenza. 



Assicurazione 

Id. e stima danni 

Beneficenza 

Bonifiche 

Catasto 

Chimica appi, a igiene 

Codice daziario 

Codice del bollo 
Id. doganale 
Id. civile 
Id. proced. civile 
Id. commercio 
Id. pen.eproc.pen. 
Id. di marina 
Id. pen. p. resero. 
Id. del teatro 
Id. d. perito misur. 

Cod.c leggi US. dltalia 

Computisteria 

Conciliatore 

Contabilità comunale 
Id. dello Stato 

Cooperativo rurali 

Cooperazione 

Debito pubblico 

Digesto 

Diritti e dov. d. cittad. 

Dirittc^amministrativ. 
Id. civile 
Id. commerciale 



I Diritto costituzionale 
Id. Kcclesiastico 
Id. Intern. pubbl. 
Id. Id. privato 
Id. penale 
Id. Id. romano 
Id. romano 
h>.onomia politica 
Esattore comunale 
Estimo dei terreni 

Id. rurale 
Fognatura cittadina 
Giustizia amministr. 
Igiene scolastica 

Id. veterinaria 
Imposte dirette 
Infortuni sul lavoro 
, Ingegneria legale 
I Interesse e sconto 
' Ipoteche 
' Legge comunale 
Id. sui lav. pubbl. 
Id. s. ordin. giud. 
Id. infort. s. lavoro 
Id. 8 propr. letter. 
Id. s. diritti d'aut. 
] Id. s. priv. industr. 
Id. s. sanità e sicu- 
rezza pubblica 



> Legge sulle tasse di rc- 
. gistro e bollo 
I Legislazione sanitaria 
, Legislazione rurale 

Logismogratia 
, Mandato commerciale 

Notaio 

Ordinam. Stati d'Eur. 
Id. Id.f. d'Eur. 

Paga giornaliera 
. Posta 

Produz. e commer.vino 

Prontuario d. agricole. 
Id. d. r.'igion. 

Proprietario di case 

Ragioneria 
. Ragioneria d. (.'ooper. 
Id. industriale 

Ricchrizza mobile 
■Scienza d.tlnanze 

Scritture d'affari 
I Socialismo 

Società di mut. soccor. 
Id. industriali 

Sociologia generale 
. .Statistica 

Testamenti 

Trasporti e tariffe 

Valori pubblici 



Archeologia, Belle Arti. 



Amatore oggett. d'arte J 
Anatomia pittorica ' 
Antichità greche 

Id. priv.d. rom.: 

Id. pubbl. rom. i 

Armi antiche | 

Araldica I 

Archeol. d. arte greca 

Id. d.arteetr. rom.: 
Architettura 
Armi antiche 
Arti grafiche fotomcc 
Atene 
Calligrafia 
Colori e pittura 



Decoraz. e ind. artist. ! 
Disogno 

Ili. CGramra. del>j 
Fiori artificiali ' 

Fotosmaltografla j 

Gioielleria, oreficeria i 
Litografìa j 

Luce e colori ' 

-Majoliclie e porcellane 
Marmista J 

Mitologia I 

Monete greche | 

Id. romane 
Monogrammi 
Xnmismatic'jL 



Ornatista 
Paleografia 
Paleoetnologia 
Pittura italiana 
Id. ad olio 
Prospettiva 
Ristauratore dipinti 
Scoltura 
Storia dell'arto 
Teoria d. ombre 
Topografìa di Roma 
Vocab«)larictto rnimis. 
Vocal)olario araldico 



8 



ET.KXCO DEI MANUALI HOFPLT 



Storia e Geografia. 



Acque minerali 

Alpi 

Atlante st. geog.d. Ital. 
Id. geog. univers. 

Cartografia 

Climatologia 

Cosmografìa 

Cristoforo Colombo 

Cronologia 

Id. scop.geog. 

Dizionario alpino 
Id. geogratìco 
Id. dei comuni 
d'Italia 



) Dizionario biografico 
I Esercizi geografici 

Etnografìa 

Geografia 

Id. classica 
Id. fisica 
I Id. commercial. 
' Geologia 
j Manzoni A. 
IMare 

Mitologia 
'Omero 

Paleoetnologia 

Prealpi bergamasche 



Prontnario di geograf. 

Rivoluzione francese 

Shakespeare 

Sismologia 

Statistica 

Storia antica 
Id. d. arte militare 
Id. del commercio 
Id. d'Italia 
Id. di Francia 
Id. d'Inghilterra 
Id. e cronologia 

Topografia di Roma 

Vulcanismo 



Erudizione, Bibliografia, ecc. 



Amatore oggetti d'art. I Crittografia 

Id. di maioliche; Dizionario bibliograf. 
Armi antiche i Id. biografico 

Atene ' Id. stenograf. 

Autografi Id. abbreviat. 

Bibliografia Enciclopedia Hoepli 

Bibliotecario Epigrafia Ialina 

Classi ficaz. d. scienze .Errori e pregiudizi 



I Evoluzione (storia d.) 
I Grafologia 
; Litografia 
! Paleoetnologia 
I Paleografia 
I Stenografia 
Stenografo 
Tipografia 



Filosofia, Pedagogia, Religione. 



Bibbia 

Buddismo 

Didattica 

Diritto ecclesiastico 

Estetica 

Etica 

Evoluzione 



[Filosofia morale 

: Giardino infantile 

I Grafologia 

; Igiene scolastica 

limitazione Cristo 

; Logica 

, Mitologìa 



Psicologia 

Id. fisiologica 
Protezione animali 
Ortofrenia 
.Religioni dell'India 
Sordomuto 



Arte militare, Nautica. 



Amatore oggetti d'art Duellante 



Armi antiche 
Attrezzatura navale 
Canottaggio 
Codice cavalleresco 
Costruttore navale 
7>Àse^/io ecostruz.navi /Marine da \»\3LeTT^ 
Poveri macchio, naval.l Marmo 



Esplodenti 
Filonauta 
Flotte moderne 
Ingegnere navale 
Macchinista navale 



Meccanica del macchi- 
nista di bordo 
'Nautica stimata 

Pirotecnia 
I Scherma 
I Storia arte militare 



V\JC.. V 
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Letteratura, Linguistica, Filologia. 



parlato 
iel dire 
Tsaz. Ital.-Ted. 
Ital.-Fran. 
p.comni.italian. 
Id. spagn. 
grafìa 
logia 
ti italici 
grechi 
1. abbreviatine 
bibliografico 
Eritreo 
Milanese 
Tedesco 
univ.in41ing. 
ììH pop.in4ling. 
opedia Hoepli 
zi greci 
latini 

di traduzione 
igramm. frane, 
zi di traduzione 
a, graram. tedesc. 
già classica 
egio poet. greco 
ogia italiana 

latina 
3logia francese 
)logìa 
natica albanese 



Granimat. dan.-norv. 
Id. ebraica 
Id. Francese 
Id. Galla (Orom.) 
Id. Greca 
Id. Greca-mod. 
Id. Inglese 
Id. italiana 
Id. Latina 
Id. Olandese 
Id: Portoghese- 
Brasiliana 
Graminat. Rumena 
Id. Russa 
Id. ■ Slovena 
Id. Spagnuola 
Id. Svedese 
Id. Tedesca 
Id. Turca osm. 
Letteratura albanese 
Id. araerican. 
Id. araba 
Id. assira 
Id. catalana 
Id. dramm. 
Id. ebraica 
Id. egiziana 
Id. francese 
Id. greca 
Id. indiana 
Id. inglese 



Letteratura italiana 
Id. norveg. 
Id. persiana 
Id. provenz. 
Id. romana 
Id. spagnnoL 
Id. tedesca 
Id. ungheres. 
Id. slava 

Lingua gotica 

Lingue d'Africa 
Id. neo-latine 
Id. straniere 

Metrica d. greci e rom. 

Morfologia greca 

i Id. italiana 

Omero 

Paleografia 

Relig. eling.di India 

Retto ri ca 

Ritmica italiana 

Sanscrito 

Shakespeare 

Stilistica 

Tavole divina comm. 

Tigre 

Traduttore tedesco 

Verbi greci 
Id. latini 

Vocabol. lingua Russa 

Volapuk 



atica e atletica 

smo 

)re oggetti d'art. 

nia 

antiche 

lobilista 

io 

itore 

Allevatore del) 
taggio 

(II) 
nte 



Musica^ Sport. 

i Cavallo 
■Chitarra 

Ciclista 

i Codice cavalleresco 
i Dizionario alpino 
Id. filatetico 

Dizionario delle corse 

Duellante 
: Filonauta 

< Ginnastica femminile 
I Ld. maschile 
I Id. (Storia d.) 
[Giuochi ginnastici 



'Infortuni d. montagna 

|Lawn-Tennis 

j Mandolinista 

Nuotatore 

Pianista 

I Proverbi sul cavallo 
, Scacchi 

Scherma 

Storia della musica 

Strumentazione 

Strumenti ad arco 



Elenco completo dei MANUALI HOEPLI 
disposti in ordine alfabetico per materia. 

L.C 

Abitazione degli animali domestici, del Dott. u. Barpi» 

di pag. xvi-872, con 168 incisioni 4 — 

Abitazioni — vedi Fabbricati civili. 

Abiti per signora (Confezione di) e l'arte del taglio, com- 
pilato da Emilia Cova, di pag. viii-91, con 40 tavole . 3 — 

Abbreviature — vedi Dizionario abbreviature — Dizionario ste- 
nografico. 

Acetilene (L') del Dott. L. Castellani di pag. xvi-126 . 2 — 

Acido solforico, Acido nitrico, Solfato sodico, Acido mu- 
riatico (Fabbricazione dell'), del Dott. V. Vender, di 
pag. viii-312, con 107 incisioni e molte tabelle. . . . 8 50 

Acque (Le) minerali e termali del Regno d'Italia, di Luigi 

Tigli. Topografia - Analisi - Elenchi - Denominazione delle 
acque - Malattie per le qaali si prescrivono - Comuni in 
cui scaturiiscono - Stabilimenti e loro proprietari - Àcique e 
fanghi in commercio - Negozianti d'acque minerali, di pag. 
XXil-552 • . . 5 50 

Acrobatica e atletica di A. Zucca, di pag. xxx-267, con 

100 tavole e 42 incisioni nel testo 6 50 

Acustica — vedi Luce e suono. 

Adulterazioni e falsificazioni (Dizionario delle) degli ali- 
menti, del Dott. Prof. L. Gabba (è in lavoro la 2* ediz.). 

Agricoltore (Prontuario dell'). Manuale di agricoltura, eco- 
nomia, estimo e costruzioni rurali, del prof. V. Niccoli, 
2» edizione riveduta ed ampliata, di p. xxvin-464 . . 5 50 

— (Il libro dell') di a. Bruttini. (in lavoro). 
Agronomia, del Prof. Carega di Muricce, 8» ediz. rive- 
duta ed ampliata dall'autore, di pag. xil-210 1 50 

Agronomia e agricoltura moderna, di a. Soldanl 2* ed. 

di pag. viJi-416 con 134 incisioni e 2 tav. cromolit. . . 8 50 
Agrumi (Coltivazione, malattie e commercio degli), di A. 

Aloe, con 22 incisioni e 5 tavole cromolit., pag. XIl-238 3 50 
Alcool (I^^abbricazione e materie prime), di F. Cantamessa 

di pag. xil-307, con 24 incisioni 3 — 

Alcool industriale, di G. Chl^pettl Produzione dell'al- 
cool industriai» dal punto di vista dell'agricoltura, appli- 
cazione deir alcool denaturato alla fabbricazione dell'aceto 
e delle vinacce, alla produzione della forza motrice, al ri- 
scaldamento e alla iliiiminazioue con 98 illustrazioni. (In 
lavoro). 

Algebra complementare, àe\ Yto^. ^.Vv^^^k.^\s.\ 

Parto L Analisi Algebrica. à\ ^«l%. ^^^^"^'i^' * ,\ ' \^t, 
Parte .11. Teoria delle equarioni, ^ftft- VM-\^^ ^qt. \Nx«.- \ ^ 
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Algebra elementare, del Prof. s. Pincherlk, 8» ediz. di 

pag. viii-210 e 2 incisioni 1 50 

- - (Esercizi di), del Prof. S. PiNCHERLE, di pag. vi ii- 135, 

con 2 incisioni • 1 50 

Alighieri (Dante) — tedi Dantologia. 

Alimentazione, di G. Strafforello, di pag. viu-i22 . 2 — 
Alimentazione del bestiame, dei Proff. Menozzi e Nic- 
coli, di pag. xvi-400 con molte tabelle 4 — 

Aliattam^nto — vedi Nutrizione del bambino. 

Alligazione per roro e per l'argento — vedi Leghe - Tavole. 

Alluminio (L'), di e. Formenti, di pag. xxvilI-824 . . . 8 50 

Aloè — vedi Prodotti agricoli. 

Alpi (Le), di J. Ball, trad. di I. Cremona, pag. vi-r20 . 1 50 

Alpinismo, di G. Brocherel, di pag. viii-312 .... 3 

Amaigame — vedi Leghe metalliche. 

Amatore (L) di oggetti d'arte e di curiosità, di L. De 

Mauri, di eoo pag. adorno di numerose incis. e marche. 
Contiene le matèrie seguenti: Pittura - Incisione - Scoltura 
in avorio - Piccola scoltura - Vetri - Mobili - Smalti - Ven- 
tagli - Tabacchiere - Orologi - Vasellame di stagno - Armi 
ed armature - Dizionario complementare di altri infiniti og- 
getti d'arte e di curiosità, di pag. xii-580 6 50 

Amianto — vedi Imitazioni. 

Anagrammi. — vedi Enimmistica. 

Analisi chimica qualitativa di sostanze minerali e organiche 
e ricerche tossicologiche, ad uso dei laboratori di chimica in 
genere e in particolare delle Scaole di Farmacia, del Prof.P. 
E. Alessandri. 2* ediz. intieramente rifatta, di pag. xii- 
384, con 14 ine. numerose tabelle e 5 tav. cromolitografiche 5 — 

Analisi di sostanze alimentari. — vedi Chimica applicata all'Igiene. 

Analisi delie Urine. — vedi Chimica clinica. 

Analisi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del Dott. 
M. Barth, traduzione del Prof. E. COMBONi, 2^ edizione 
italiana interamente riveduta ed ampliata dal traduttore, 
di pag. XVI- 140. con 8 ine. intercalate nel testo ... 2 — 

Analisi volumetrica applicata ai prodotti commerciali e in- 
dustriali, del Prof. P. E. Alessandri, pag. x-342, con ine. 4 60 

Ananas. — vedi Prodotti agricoli. 

Anatomia e fisiologia comparate, dei Prof. R. Bksta, di 

pag. VIl-218 con 84 incisioni 15 

Anatomia microscopica (Tecnica di), del Prof. L). Carazzi, 
dì pag. xi-211, con 5 incisioni "V ^^"^ 



^^^ 



s 
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L. e. 

Anatomia pittorica, del Prof. A Lombardini, 2* ediz. ri- 
veduta e ampliata, dì pag. vui-168, con 58 ine. . . . 2 - 
Anatomia topografica, del Dott. Prof. e. Falcone, di 

pag. xv-895, con 30 incisioni . . .* 3 — 

Anatomia vegetale, del Dottor A. Toqnini, di pagine 
XVi-274 con 41 incisioni 3 - 

Animali da cortile, del Prof. P. Honizzi, di pag. xiv-238 

con 89 incisioni. (La 2» ediz. è in preparazione). 
Animali (Gli) parassiti dell'uomo, del Prof. F. Mercanti, 

di pag. iv-179, con 33 incisioni 1 50 

Antichità greche, del Prof. V. Inama. (In lavoro). 

Antichità private dei romani, del Prof. W. Kopp, tradu- 
zione con note ed aggiunte del Prof. N. Moreschi. (È 
in preparazione la 3* edizione). 

Antichità pubbliche romane di J. G. Hubert, edizione 
italiana, del Prof. A. Wittgens. (In lavoro). 

Antisettici — vedi Medicatura antisettica. 

Antropologia, dei Prof. G. Canestrini, 3» ediz., di pag. 
Vl-239 con 21 incisioni 1 50 

Antropometria, di R. Livi, di pag. viii-237 con 82 incis. 2 50 

Apicoltura, del Prof. G. Canestrini, 3» ediz. riveduta di 

pag. iv-215 con 43 incisioni ....^ 2 — 

Appaiti — vedi Ingegneria legale. 

Arabo parlato (L') in Egitto, grammatica, frasi, dialoghi 
e raccolta di oltre 6000 vocaboli del Prof. A. Nallino. 
(Nuova ediz. dall' Araèo volgare di De Sterlich e DiB 
Khaddag) di pag. xxvni-386 4 — 

Araldica (Grammatica), di F. Tribolati, 4» ediz. rifatta 
da G. Di Crollalanza. (In lavoro). 

Aranci — vedi Agrumi. 

Archeologia. Arte Greca, del Prof. I. Gentile, Atl. di 

149 tavole 4 - 

11 volume del testo rifatto dal Prof. S. Ricci è in lavoro. 

Archeologia e Storia dell'arte italica, etrusca e romana. 

3* ediz. intier. rifatta. Un voi. di testo con intr. bibliogr. 
ed appendici sulle ultime scoperte e questioni archeol. di 
pag. XXX1V-34G con 96 tav. nel testo a cura del Prof. S. 
RjCCi e un voi. di 79 tav. e in. a cura del Prof. I. GENTILE 7 50 
Architettura (Manuale di) italiana, antica e moderna, di 
A. Melani. 3* edizione rifatta con. 131 incisioni e 70 
tavole dì pag. XXVlII-460 '^ — 
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L. C. 

Argentatura — vedi Galvanizzazione — Galvanoplastica — Galva- 
nostegia — Metallocromia — Metalli preziosi — Piccole indnstr. 

Aritmetica pratica, del Prof. Dott. P. Panizza. 2» edi- 
zione riveduta, di jag. viii-188 1 50 

Aritmetica razionale, del Prof. Dott. f. Panizza, 8» edi- 
zione riveduta di pag. xil-210 1 50 

— (Esercizi di), del Prof. Dott. F. Panizza, di p, viii-150 1 50 
Aritmetica (L) e Geometria deii'operaio, di E^io Giorli, 

di pag. xil-183, con 74 figure 2 — 

Armi anticlie (Guida del raccoglitore e dell'amatore di) di 
J. Gelli, di pag. vni-388, con 9 tavole fuori testo, 432 
incisioni nel testo e 14 tavole di marche 6 50 

Armonia (Manuale di), del Prof. G. Bernardi, con prefa- 
zione di E. Rossi di pag. xii-288 3 50 

Arte dei dire (L'), di D. Ferrari, Manuale di rettorica 
per lo studente delle Scuole secondarie. 5» ediz. corr., (10, 
11 e 12 migliaio), pag. xvi-350 e quadri sinottici . . . 1 50 

Arte deiia memoria (L'), sua storia e teoria (parte scien- 
tifica). Mnemotecnia Triforme (parte pratica) del Generale 
B. Plebani, di pag. xxxil-224 con 13 illustr 2 50 

Arte mineraria, dell'ing. prof. V. Zoppetti. (Esaurito, fu so- 
stit. dal Man. Coltivazione delle miniere, di 8. Bertoglio). 

Arte taiutare — vedi Memoriale dei Medici pratici. 

Arti (Le) grafictie fotomeccaniciie, ossia la Eliografia nelle 
diverse applica/.. (Fotozincotipia, fotozincografia, fotocro- 
molitografia, otolitografia, fotocoUografia, fotosilografia, 
tricromia, fotocollocromia, elioincisione, ecc. secondo i me- 
todi più recenti, con un Dizionarietto tecnico e un cenno 
storico snlle arti grafiche; 3» ediz. corr. e accresciuta ed 
in parte rifatta, con molte illustr. di pag. xvi-238 ... 2 — 

Asfaito (L'), fabbricazione, applicazione, delTlng. K. Ki- 
GHETTi, con 22 incisioni, di pag. vin-152 2 — 

Assicurazione in generale, di u. Gobbi, di pag. xii-308. 3 — 
Assicurazione sulla vita, di e. Pagani, di pag. vi-iei.. i 50 

Assicurazioni (Le) e la stima dei danni nelle aziende ru- 
rali, con appendice sui mezzi contro la grandine, del Dr. 
A. Capilupi, di pag. Vlil-284, 17 incisioni 2 50 

Assistenza degl'infermi nell'ospedale ed in famiglia, dei 

Dott. C. Galliano, 2» ediz., pag. xxiv-448, 7 tav. . . . 4 50 

Assistenza dei pazzi nel manicomio e nella famiglia, deiDr. 
A. TiERACCisi, e prefaz. del ptof . E. !&qi\.%y.ia.v, ^^-s»,. 1^^<^ 1 "ìA 



14 LiLEXCO DKI MANUALI HOEPLI 



L. c. 
Astronomia, di J. N. Lockykk. nuova versìoae libera con 
note ed aggiunte del Prof. G. Ce LORIA, 4» ediz., di pag. 
xi-258 con 51 incisioni 1 50 

Astronomia nautica, dei prof. G. Naccaj i, di pag. xvi- 

320, con 45 incis. e tav. numeriche 3 — 

Atene. Brevi cenni sulla città antica e moderna, segniti da 
un saggio di Bibliografia descrittiva e da una Appendice 
Numismatica, i^i S. Ambrosoli, con un panorama e una 
pianta d'Atene, 22 tav. e varie incisioni nel testo . . . 8 50 

Atlante geografìco-storico d'Italia, dei Dott. G. Garollo.. 

24 tav. con pag. Vili- 67 di testo e un'appendice . . . 2 — 

Atlante geografico universale, dì R. Kiepert, 26 carte 

con testo. Gli Sfati della teiera del Dott. G. Garollo. 
IO» ediz. aumentata e corretta (dalla 91.000» alla 100.000» 
copia) pag. yiii-88 2 -- 

Atletica — vedi Acrobatica. 

Atmosfera — vedi Igroscopi e igrometri. 

Attrezzatura, manovra navale, segnalazioni marittime 
e Dizionarietto di Marina, di F. Lmperato, 3» edizione 

ampliata, di pag. xxiv-643, con 330 incis. e 28 tav. in 

cromolit. riproducenti le bandiere maritt. di tutte le naz. 6 50 
Autografi (L'amatore d'), del conte E. BUD.\N con 361 fae- 

simili di pag. xiV-426 4 50 

Autografi (Raccolte e raceoglit. di) in Italia di C. Vanbian- 

CHi, di pag. XVI 376, 102 tav. di facsimili d'aut. e rìt. . 6 50 

Automobilista (Nanuaie dell') e guida del meccanico con- 
duttore d'automobili. Trattato sulla costruzione dei vei- 
coli semoventi, dedicato agli automobilisti italiani, agli 
amatori d'automobilismo in genere, agli inventori, ai di- 
lettanti di meccanica ciclistica, ecc.. di G. Pedrettì, di 
pag. xxiV-480, con 181 incisioni 6 50 

Avicoitura — vedi Animali da cortile — Colombi — Pollicoltura. 

Avvelenamenti — vedi Veleni. 

Bachi da seta, del Prof. F. Nenci. 3^ ediz. con note ed 
aggiunte, di pag. xii-300, con 47 incis. e 2 tav, . . . 2 50 

Balistica — vedi .\rmi anticlio - Esplodenti — Pirotecnia — Sto- 
ria dell'arte militare. 

Ballo (Manuale del) di F. Gavin'a, di pag. vui-249, con 92 
figure. Contiene: Storia della danza - Balli girati - Co- 
tillon - Danze locali - Feste di ballo - Igiene del ballo. 2 50 

Bambini — tedi Nutrizione dei — Otlotteivv^v — Teraijla. 
Barbabietola da zucchero — vedi Zwcc\ieTO. 
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L. e. 

Batteriologia, dei Professori G. e N. Canestrini, 2» ediz. 
in gran parte rifatta, di pag. x-274 con 87 incis. . . . 1 50 

Beneficenza (Mannaie della), del Dott. L. Castiglioni, con 
appendice sulle cotftabilità delle istituzioni di pubblica 
beneficenza, del Kag. G. Rota, di pag. xvi-340. . . . 8 50 

Bestiame (il) e l'agricoltura in Italia, del Prof. E. Al- 
berti, di pag. vni-812, con 22 zincotipie. ... ^ . 2 50 

Bianclieria (Disegno, taglio e confezione di), Manuale teo- 
rico pratico di E. Bonetti, con un Dizionario di nomen- 
clatura, 2» edizione riveduta e aumentata, di pag. xvi- 
202 con 50 tavole illustrative e 5 prospetti 3 — 

Bibbia (Man. della), di G. M. Zampini, di pag. xu-308 . 2 50 

Bibliografia, di G. Ottino, 2» edizione riveduta, di pag. 
IV-166, con 17 incisioni 2 — 

Bibliotecario (Manuale del), di G. Petzholdt, tradotto 
sulla 8* edizione tedesca, con un'appendice originale di 
note illustrative, di norme legislative ed amministrative 
e con un elenco delle pubbliche biblioteche italiane e stra- 
niere, per cura di G. Biagi e G. Fumagalli di pagine 
XX-364-CCXm 7 50 

Biliardo (Il giuoco del), di J. Gelli, di pag. xv-179, con 
79 illustrazioni 2 50 

Btografla — vedi Cristoforo Colombo — Dantologia — Dizionario 
biografico — Manzoni — Napoleone I — Omero — Shakespeare. 

Biologia animale (Zoologia generale e speciale) per Natu- 
ralisti, Medici e Veterinarii del Dott. G. Collamarini, 

di pag. X-426 con 28 tavole 3 - 

' Bollo - - Vedi Codice del bollo — Leggi registro e bollo. 

Bonificiie (Manuale amministrativo delle) di C. Mezza- 
notti. (In lavoro). 

Borsa (Operaz. dì) — vedi Debito pubblico — Valori pnbblieì. 

Boschi — vedi Selvicoltura. 

Botanica, del Prof. I. D. HoOKER, traduzione del Prof. N. 
Pedicino, 4» ediz., di pag. Vlil-134, con 68 incisioni . 1 50 

Botti . — vedi Enologia. 

Bronzatura — vedi Metallocromia — Galvanostegia. 

Bronzo — vedi Leghe metalliche. 

Buddismo, di e. Pavolini, di pag. XVI-164 l 50 

Burro — vedi Latte — Caseificio. 

Cacciatore (Manuale del), di G. Franceschi, 2» ediziono 
rifatta, di pag. xin-315, con 41 incisioni 2 50 

Càcio — csdi BestfamQ — Caseittoio — litCtl^, ^<it. 

GbW — Pèdi Prodotti agricoli. 



16 ELEN'CO DEI MANUALI HOEPLI 

L.C. 

Calcestruzzo (Costruzioni in) ed in cementi armati, di G. 

Vacchelli, di pag. xvi-312, con 210incis. (È in lavoro «^ 
la 2* edizione). 
Calci e Cementi (impiego delie), per ring. L. Mazzocchi 

di pag. xil-212 con 49 incisioni 2 — 

Calcolazioni mercantili e bancarie — vedi Conti e Calcoli fatti — 
Interesse e sconto — Prontuario del ragioniere — Monete, 
pesi e misure inglesi. 

Calcolo infinitesimale, dei Prof. E. Pascal: 

Parte I. Calcolo differenziale, di pag. lX-816 con 10 
incisioni. (È in preparazione la 2* edizione). 
„ II. Calcolo integrale, di pag. Vl-818 con 15 ine. 3 — 
„ III. Calcolo delle variazioni e calcolo delle dif- 
ferenze finite, di pag. XlI-300 ... * . 8 — 
— Esercizi di calcolo infinitesimale (Calcolo differenziale 

e integrale), del Prof. E. Pascal, di pag. xx-372 . . . 3 — 
Calderaio pratico e costruttore di caldaie a vapore, e 

di altri apparecchi industriali, di G. Belluomini, di. pag. 
Xll-248, con 220 incisioni 3 — 

Calligrafìa (Manuale di). Cenno storico, cifre numeriche, 
materiale adoperato per la scrittura e metodo d'insegna* 
mento, con 55 tavole di modelli dei principali caratteri 
conformi ai programmi, del Prof. R. PERCOSSI, con 88 
facsimili di scritture 8 — 

Calore (il), del Dott. E. Jones, trad. di U. Fornari, di 
pag. vin-296, con 98 incisioni 8 — 

Cancelliere — vedi Conciliatore. 

Candele — vedi Industria stearica. 

Cane (Manuale dell'amatore ed allevatore del), di Angelo 
Vecchio, di pag. xvi-403, con 129 ine. e 51 tav. . . 6 60 

Canottaggio (Manuale di), del Cap. G. Groppi, di pagine 
xxiV-456, con 387 incis. e 91 tav. cromolit 7 50 

Cantante (Man. dei), di L. Mastrigli, di pag. xil-132 . 2 — 

Cantiniere (il). Manuale di vinificazione per uso dei canti- 
nieri, di A. Stiiuccui, 8* edizione riveduta ed aumentata, 
con 52 incisioni unite al testo, una tabella completa per 
la riduzione del peso dejjjli spiriti, ed un'Appendice sulla 
produzione e commercio del vino in Italia, di pag. XVI-256 2 — 

Canto (,11) nel suo meccanismo, di r. guetta, di p. vni- 

253, con 24 incisioni 2 50 

CarbonnJum — leifi Imitazioni. 
Carburo di calcio — veli AeetilenG. 



ELENCO DEI MA.NUAL1 HOEPLl 17 

L.C. 

Carta (industria della), dell'lng. L. Sartori, di pag. vii- 
326. con 106 incisioni e 1 tavola 5 50 

Carte fotografiche, Preparazione e trattamento, di L. Sassi, 
di pag. xn-353 3 60 

Carte geografiche — vedi Atlante. 

Cartografia (Manuale teorico-pratico della), con un sunto 
della storia della Cartografia, del Prof. E. Gelcich, di 
pag. Vl-257, con 37 illustrazioni 2 — 

Casa (La) dell'avvenire, deiring. Pedrini. (in lavoro). 

Case coloniche — vedi Economia fabbricati rurali. 

Caseificio, di L. Manetti, S» ediz. nuovamente ampliata 
dal Prof. G. Sartori, di pag. viii-256, con 40 incis. . 2 — 

Catasto (Il nuovo) italiano, di E. Bruni, di pag. vii-346 . 3 - 

Cavallo (II), del Colonnello C. Volpini, 2» edizione rived. 
ed ampliata di pag. vi-165, con 8 tavole 2 50 

Cavi telegrafici sottomarini. Costruzione, immersione, ri- 
parazione, deiring. E. JOXA, di pag. xvi-388, 188 flg. e 
1 carta delle comunicazioni telegrafiche sottomarine . . 5 50 

Cedri — redi Agnimi. 

Celerimensura e tavole logaritmiche a quattro decimali del- 
l'lng. F. BORLETTI, di pag. vi-148, con 29 incisioni . . 8 50 

Celerimensura (Manuale e tavole di), dell'lng. G. Orlandl 
di pag. 1200, con quadro generale d'interpolazioni . . . 18 — 

Celluloide — vedi Imitazioni. 

Cementazione — vedi Tempera. 

Cementi armati — vedi Calcestruzzo — Calci e cementi. 

Ceralacca — vedi Vernici e lacche. 

Ceramiche — vedi Maioliche e porcellane — Fotosmaltografla. 

Chimica, dei Prof. H. E. EOSCOE, 5» edizione rifatta da E. 
Ricci, di pag. xii-228, con 47 incisioni 1 50 

Chimica agraria, di a. aducco, p. vin-328, 2* ed. (in lav.). 

Chimica analitica (Elementi scientifici di), di w. Ostwald, 
trad. del Dott. BOLIS, di pag. xvi-234 2 50 

Chimica applicata all'igiene. Guida pratica ad uso degli 
Ufficiali sanit.. Medici - Farmacisti - Commercianti - Labo- 
ratori d'igiene, di merciologia, ecc., di P. E. ALESSANDRI, 
di pag. xx-515, C€fa 49 incisioni e 2 tav 5 50 

Chimica clinica, del Prof. R. Supino, di pagine xil-202. . 2 — 

Chimica delle sostanze coloranti, di A. Pellizza. (In 
lavoro). 

Chimica legale, (Tossicologia), di N. Valentjni, di pa- 
gine xii-243 2 50 

Chimico pfanuale del) e Ùe\V\t^^^X^Vt\«\"fe» ^'a.'5^^^>^^ ^ '^'^- 
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belle, di dati fisici e chimici e di processi d'analisi tecnica, 
ad aso dei chimici analitici e tecnici, dei direttori di fab- 
briche, dei fabbricanti di prodotti chimici, degli studenti di 
chimica, ecc., ecc., del Dottor L. Gabba, 3* edizione am- 
pliata, riveduta ed arricchita delle tavole analitiche di 
H. WiLL, di pag. xix-457, con 12 tavole 5 iO 

Chirurgia operativa (Man. di), dei Dottori R. Stecchi e A. 

Gardini, di pag. vni-322, con 118 incisioni 8 — 

Chitarra (Manuale pratico per lo studio della), di A. Pisani, 

di pag. xyi-116, con 36 figure e 25 esempi di musica4 . . 2 -- 
Ciclista, di I. Ghersi, 2» ediz. complet. rifatta del " Manuale 

del Ciclista „ di A. Galante, di pag. 244, 147 ine. . . . 2 M) 
Cimiteri — vedi Ingegneria legale. 

Classificazione delle scienze, dì e. Tbiyero, p. xyi-292 . 3 — 
Climatologia, di L. De Marchi, pag. x-204 e 6 carte . . . 1 50 

Cloruro di sodio — vedi Sale. 

Codice cavalleresco italiano (Tecnica del duello), di J. 
Gelli, 9» ediz. rifatta, di pag. xvi-283 ' . . 2 50 

Codice del bollo (li). Nuovo testo unico commentato coUe 
risoluzioni amministrative e le massime di giurispru- 
denza, ecc., di E. Corsi, di pag. c-564 4 50 

Codice civile del Regno d'Italia, accuratamente riscon- 
trato sul testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato 
dal Prof. Avv. L. Franchi, 2» ediz. di pag. 232 . . . 1 50 

Codice di commercio, accuratamente riscontrato sul testo 
ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Aw. 
L. Franchi, 2» ediz. di pag. iv-158 1 50 

Codice daziario, di G. De Sanio. (In lavoro). 

Codice doganale italiano con commento e note, deii'Avv. 
E. Bruni, di pag. xx-1078 con 4 ine 6 50 

Codice di marina mercantile, secondo il testo ufficiale, 

corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. L. Fran- 
chi, 2» ediz. di pag. iv-290 1 50 

Codice metrico internazionale — vedi Metrologia. 

Codice penale e di procedura penale, secondo il testo 

ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. 

L. Franchi, 2* ediz. di pag. iv-230 1 50 

Codice penale per l'esercito e penale militare maritti- 
mo, secóndo il testo ufficiale, corredato di richiami e coor- 
dinato dal Prof. Avv. L. FRANCHI, 2» ediz. di pag. 179 . .1 50 

Codice del perito misuratore. Rae-eoita <iv i^^xm^ « da.t\ 
pratici per la, misurazione e \a vaVula^Voxie ^' ^^w\ \^N«t<i 
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edile, prontuario per preventivi, liquidazioni, collaudi, pe- 
rizie, arbitramenti, degli Ingegn. L. Mazzoccui e E. Mar- 
ZORATI, di pag.xin-498 con 116 illustrazioni 5 50 

Codice di procedura civile, accuratamente riscontrato sul 
testo nfficiaie, corredato di richiami e coordinato dal Prof. 
Aw. L. Franchi, 2» ediz. di pag. 167 1 50 

Codice del teatro (il). Vade>mecum legale per artisti lirici 
e drammatici, impresari, capicomici, direttori d'orchestra, 
direzioni teatrali, agenti teatrali, gli avvocati e per il pub- 
blico, dell'Avv. Tabanelli, di pag. xvi-828 3 — 

Codici e leggi usuali d'Italia, riscontrati sul testo ufficiale 
coordinati e annotati dal Prof. Avv. L. Franchi, raccolti in 

quattro grossi volumi legati in pelle flessibile 86 — 

Voi. I. Codice civile - di procedura civile - di commercio 
- penale - procedura penale - della marina mercantile - pe- 
nale per l'esercito - penale militare marittimo (otto codici) 

2» edizione, di pag. vui-1261 8 50 

Voi. II. Parte I. Leggi usuali d'Italia. Raccolta coordinata 
di tutte le leggi speciali più importanti e di più ricorrente 
ad estesa applicazione in Italia: con annessi decreti e rego- 
lamenti e disposte secondo l'ordine alfabetico dello mater 
Dalla voce * Abbordi in mare „ alla voce " Istruz. pubblica 

(Legge Casati), ^ di pag. viii-1864 a 2 colonne 9 — 

Voi. II. Parte II. Dalla voce : Laghi pubblici alla voce : 
Volture catastali con appen., pag. viii-1 869-2982 a 2 col. 12 — 

Voi. III. Leggi e convenzioni sui diritti d'autore, rac- 
colta generale delle leggi italiane e straniere e di tutti 
i trattati e le convenzioni esistenti fra l'Italia ed altri 
Stati a cura della Società italiana degli autori, 2^ edi- 
zione interamente rifatta dal prof. L. Franchi, di pagine 
TII-617, legato in tutta pelle flessibile 6 50 

Cognac (Fabbricazione del e dello spirito di vino e distil- 
lazione delle fecce e delle vinacce, di Dal Piaz, cor- 
redato di annotazioni del Cav. G. Prato, di pag. X-16S.. 
con S7 incisioni 2 — 

Coleotteri italiani, del Dott. a. GrifJ'INI, iRntomologialy 
di pag. XVl-384, con 215 ine H — 

Collezioni — vedi Amatore d'oggetti d'arte — Amatolo di maioli- 
che — Armi antiche — Autografi — Dizionario tìlatelico. 

Colombi domestici e colombicoltura, del Prof. p. boxi/zi, 
2* edizione rifatta a cura della SocieV'ci Co\oxtfù\^\\^ ^wè\iL- 
tìna, di pag. X'21l, con 26 figure - 
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Colorazione dei metalli — vedi Metallocromia. 

Colori (La scienza dei) e la pittura, di L. Guaita, p. 248 . 2 — 
Colori e vernici, di G. Gokini, S*- ediz. totalmente rifatta, 

per cura di 0. Appiani, di pag. x-282, con 13 incisioni 2 — 
Combustibili — vedi Imitazioni. 
Commedia — vedi Letteratura drammatica. 

Commercio, (Storia del) di R. L.\RICE, di pag. 368 . . . 3 — 
Commercio — vedi Codice — Corrispondenza commerciale — Com- 
putisterìa — Geografia commerciale — Industria zuccbero — 
Mandato — Merciologia — Produzione e commercio del vino — 
Ragioneria — Scritture d'affari — Trasporti e Tariffe — Conti 
fatti — Monete. 

Compensazione degli errori con speciale applicazione ai 
rilievi geodetici, di f. Grotti, pag. iv-360 2 — 

Compositore-tipografo (Manuale dell'allievo), di S. Landi — vedi 
Tipografia, voi. II. 

Computisteria, del Prof. V. GiTTi: 

Voi. I. Compustiteria commerciale, 5* ediz., (9 e 10° 

migliaio) di pag. iv-184 1 50 

Voi. IL Computist. finanziaria, 3» ediz., pag. vin-156 . . 1 50 
Computisteria agraria, del Prof. L. Petri, seconda edizio- 
ne rifatta, di pag. viii-2 io 1 50 

Comuni del Regno d' Italia — vedi Dizionario. 

Concia delle pelli ed arti affini, di G. Gorini, 8» edizione 
interamente rifatta dal Dott. G. B. Franceschi e G. Ven- 
TUROLi, dipag. ix-210 2 — 

Conciliatore (Manuale del), dell'Avv. G. Pattaccini. Guida 
teorico-pratica con formulario completo pel Conciliatore, 
Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di cause. 8* edizione 
ampliata dall'autore e messa in armonia con l'ultima legge 
28 luglio 1895, di pag. X-465 3 — 

Concimi, del Prof. A. FcNARO, 2* edizione rinnovata e ac- 
cresciuta, di pag. xiI-266 2 — 

Confezione d'abiti — vedi Abiti. 

Coniglicoltura pratica, di G. Licciardelli, di pag. viii- 
178, con 141 incisioni e 9 tavole in sincromia. (È in pre- 
parazione la 2* edizione). 

Conservazione delle sostanze alimentari, di G. Gorini, 

^^ edizione intieramente rifatta dai Dott. (i. B. France- 
schi e G. Venturoli, di pag. viii-25G 2 — 

Consigli pratici — vedi Ricettario domestico — Industriale — Soc- 
cojyi d'urgenza. 

Contabilità comunale, secondo \e wuon^ ^\§.^q?»\t:\q\v\\%^\- 
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slative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 e R. 

Decr. 6 luglio 1890), del Prof. A. De Brun, pag. vin-186 . 1 60 
Contabilità domestica, Nozioni amministrativo-contabili ad 

uso delle famiglie e delle scuole femminili, del Rag. 0. 

Bergamaschi, di pag. xvi-1 8 6 ' . . 1 50 

Contabilità generale dello Stato, deiiAw. E. Bruni, z* 

edizione rifatta, pag. xvi-420 3 — 

Contabilità deile istituzioni di p. beneficenza — tedi Beneficenza. 
Conti e calcoli fatti, deiring. I. Ghersi, 93 tabelle e istru- 
zioni pratiche sul modo di usarle. (Misure, Pesi, Monete, 
Termometro, Gas e Vapori, Areometri, Alcoolometri, Solu- 
zioni zaceherine, Pesi specifici. Legnami, Carboni, Metalli, 
Divisioni del tempo, Paga giornaliera, Interessi e Annualità, 
Rendita, Potenze e Radici, Poligoni e Poliedri regolari, Sfe- 
ra, Circolo, Divisione della circonf.. Pendenza, pag. 204. . 2 50 
Contratti agrari — vedi Mezzeria. 

Conversazione italiana e tiBdesca (Manuale di), ossia guida 

completa per chiunque voglia esprimersi con proprietà e 
speditezza in ambe le lingue, e per servire di vade mecum 
ai -siaggiatori, di A. Fiori, 8* edizione rifatta da G. Catta- 
neo, pag. xiV-400 3 50 

Conversazione italiana-francese — V. Fraseologia 

Cooperative rurali, di credito, di lavoro, di produzione, di 
assicurazione, di mutuo soccorso, di consumo, di acquisto 
di materie prime, di vendita di prodotti agrari. Scopo, costi- 
tuzione, norme giuridiche, tecniche, amministrative, compu- 
tistiche, di V. Niccoli, pag. vii [-36 2 3 50 

Cooperazione nella sociologia e nella legislazione, di F. 

VlRGILil, pag. Xil-228 1 50 

Corrispondenza commerciale poliglotta, di g. frisoni, 
compilata su di un piano speciale nelle lingue italiana, 
francese, tedesca, inglese e spagnuola, di cui ciascuna for- 
ma in se stessa l'originale e le altre ne sono la traduzii3ne 
la chiave : 

I. — PARTE ÌTALIANA: iNanuale di Corrispondenza Commerciale 
italiana corredato di facsimili dei vari documenti di pratica 
giornaliera, seguito da un Glossario delle principali voci ed 
espressioni attinenti al Commercio, agli Affari marittimi, alle 
Operazioni bancarie ed alla Borsa, ad uso delle Scuole, dei 
Banchieri, Negozianti ed Industriali di qualunque nazione, che 
desiderano abilitarsi alia moderna terminologia e nella corretta 
fraseolHgìn mercantile Italiana, fiiv ^«i%. ^iv-WN. 'V 
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IL — PARTE SPAGNUOLA: Manual de Correa pondencia Comerolal 
Espanda, acoompailado de facsfmiles de los varìos docnmentos 
de aso cotidiano, Be^ido de un Diccionario Espaùol-Italìano 
que contiene las prìncìpales voces empleados en ]os Negocios 
mercantiles y maritimos y los términos mas importantes del 
Banco, de la Contabilidad y de la Bolsa, compuesto para uso 
de las T^scnolas. de los Banqueros, Negocìante é industriales de 
cualquicra nación qne desean habilitarse en la moderna termi- 
nologia y en la coniente fraseologia mercantil espaùola,p. xx-440. 4 — 

m. - PARTE FRANCESE : in lavoro. 

Corrispondenza in cifre — vedi Crittografia. 

Corse — vedi Dizion. dei termini delle — Cavallo — Proverbi. 

Cosmografia. Uno sguardo alVUniverso^ di B. M. La Leta, 
pag. xii-197, con 11 incisioni e 3 tavole ...*... 1 50 

Costituzione degii Stati — vedi Diritti e doveri — Ordinam. 

Costruttore navale (Manuale dei), di G. Rossi, pag. xvi- 

517, con 281 fig. intercalate nel testo e 65 tabelle. . . . 6 — 

Costruzione ed economia dei fabbricati rurali, di v. Nic- 
coli, 2* edizione rifatta dell' '' Economia dei fabbricati 
rurali „ di pag. XVl-885, con 125 figure ...... 3 50. 

Cotoni — vedi Prodotti agricoli. 

Cremore di tartaro — vedi Distillazione. 

Cristallo — vedi Specchi. 

Cristallografia geometrica, fisica e chimica, applicata ai 

minerali, di E. Sansoni, p. xvi-867, 284 ine. nel testo . 3 — 
Cristo — vedi Imitazione di Cristo. 

Cristoforo Colombo, di v. Bellio, pag. iy-i36 e io incis. ■. i 50 

Crittogame — vedi Funghi — Malattie crittogamiche — Tartufi. 

Crittografia (La) diplomatica, militare e commerciale, ossia 
l'arte di cifrare e decifrare le corrispondenze segrete. Sag- 
gio del conte L. GiOPPi, pag. 177 3 50 

Cronologia delie Scoperte Geografiche dall'anno 1492 a 

tutto l'anno 1900 del Prof. L. HuCfUES. (In lavoro). 
Cronologia — vedi Storia e cronologia. 
Cubatura dei legnami (Prontuario per la), di G. Belluo- 

MiNi, 4*^ ediz. corretta ed accresciuta, pag. 220 2 50 

Cuoio — tedi Concia delle pelli — Imitazioni. 
Curiosità — vedi Amatore di oggetti d'arto — Maioliche e porcel- 
lane — Armi antiche — Autografi. 

Curve circolari e raccordi. Manuale pratico per il traccia- 
mento delle curve in qualunque sistema e in qualsiasi caso 
particolare nelle ferrovie, strade e canali e per il computo 
generali dei raccordi circolari con speciali applicazioni al 
tracciamento dei raddoppi del Binarlo delle derivazioni e 
degJi scàmbi ferroviari (In sos\.\\.\xx\oTLfe ììl^\ TSi«jo»a\<è ^^\ 

KRO^ffKE), di C. FerRARIO, pag. xl-'i^A., <ioTv^V\w^\%. , ."^ ^^ 
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Dantologia, del Dott. G. A. Scartazzini, 2* edizione. Vita 

e Opere di Dante Alighieri, pag. vi-408 3 — 

Danze — vedi Ballo. 

Datteri — vedi Prodotti agricoli. 

Debito (II) pubblico italiano. Regole e modi per le operazioni 

sui titoli che lo rappresentano, di F. AZZONI, pag. vlll-376 3 — 
Deoorazione dei metalli — vedi Metallocromia. 
Decorazioni del vetro — vedi Specchi — Fotosmaltologia. 

Decorazioni e industrie artistiche, dell'Architetto A. Me- 
zzani, 2 volumi, dag. xx-460, con ii 8 incisioni 6 — 

Denti — vedi Igiene della bocca. 

Determinanti e applicazioni, di E. Pascal, pag. vii-330 . 3 — 

Diagnostica — vedi Bemeiotica. 

Dialetti italici. Grammatica, iscrizione, versione e lessico, 

di 0. Nazari, pagine xvi-364 3 — 

Dialetti letterari greci (epico, neo-ionico, dorico, eolico), 

del Pof. G. Bonino, pag. xxxu-214 1 50 

Didattica per gli alunni dQlle Scuole normali e pei maestri 

elementari, del Pof. G. Soli, pag. vin-814 1 50 

Digesto (II), del Prof. G. Ferrini, pag. iv-134 1 50 

Dilettanti di pittura — vedi Pittura ad olio. 

Dinamica elementare, di G. Cattaneo, p. viu-146, 25 flg. i 50 

Dinamite — vedi Esplodenti. 

Diritti e doveri dei cittadini, secondo le istituzioni dello 

Stato, per uso delle pubbliche Scuole, del Prof. D. Maf- 
FIOLI, 10» edizione, (dal 26 al BO» migliaio) con una appen- 
dice sul Codice penale, pag. xvi-229 .' . 1 50 

Diritti d'Autore — vedi Leggi sui. 

Diritto amministrativo, giusta i programmi governativi 
ad uso degli Istituti tecnici, di G. Loris, 4» edizione, 
pag. xx-521 8 — 

Diritto civile (Compendio di), del Prof. G. Loris, giusta i 
programmi governativi ad uso degli Istituti tecnici, 2* ediz. 
riveduta, corretta ed ampliata, pag. xvi-885 3 — 

Diritto civile italiano, di e. Albicini, p. viii-i28 ... i 50 

Diritto commerciale italiano, del Prof. E. Vidari, 2» edi- 
zione diligentemente riveduta, pag. x-448 3 — 

Diritto comunale e provinciale — vedi Contabilità comunale — Di- 
ritto amministrativo — Legge comunale. 

Diritto costituzionale, dell'Aw. Prof. F. P. CONTUZZI, 2» 
edizione, pag. xvi-370 3 — - 

^/r/Yto ecc/esiastìco, di G. Olmo, ^a^w^"5Ll\-\•'v^. . . .'^ 
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Diritto internazionale privato, deii'Avy. Prof. F. P. Con- 

Tuzzi, pagine xvi-322 8 — 

Diritto internazionale pubblico, deil'Aw. Prof. F. P. Con- 

TUZZI, pagine xil-820 8 — 

Diritto penale, dell'Avv. A. Stoppato, 2» ediz., (in lavoro) 
Diritto penale romano, di e. Ferrini, pag. viu-360. . . 3 — 
Diritto romano, di e. Ferrini, 2» ediz. rif., pag. xvi-178 . 1 50 
Disegnatore meccanico e nozioni tecniche generali di Arit- 
metica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resistenza dei 
materiali, Apparecchi idraulici. Macchine semplici ed a va- 
pore. Propulsori, per G. Goffi, 2* edizione riveduta, pagine 

XXi-435, con 363 figure 5 — 

Disegno, l principii del Disegno, del Prof. C. BoiTO, 4» edi- 
zione, pag. iv-206, con 61 silografie 2 — 

Disegno (Grammatica del). Metodo pratico per imparare il 
disegno, di E. Ronchetti, di pag. vi-190, con 34 figure, 
62 schizzi intercalati nel testo e un atlante a parte con 
45 lavagnette, 27 foglietti e 34 tavole. (IndivisibiU) . . 7 50 

Disegno assonometrico, del Prof. P. Paoloni, pag. iv-i22, 

con 21 tavole e 23 figure nel testo 2 — 

Disegno geometrico, dei Prof. A. Antilli, 2» ed., pag. vni- 

88, con 6 figure nel testo e 27 tavole litografiche]. . . . 2 — 

Disegno, Teoria e Costruzione delle Navi, ad uso dei Pro- 
gettisti e Costruttori di Navi - Capi tecnici, Assistenti e Di- 
segnatori navali - Capi operai carpentieri - Alunni d'Istituti 
Nautici, di E. GiORLi, pag. vili-238, con 310 incisioni . . 2 50 

Disegno industriale, di E. Giorli. Corso regolare di dise- 
gno geometrico e delle proiezioni. Degli sviluppi delle su- 
perfici dei solidi. Della costruzione dei principali organi 
delle macchine. Macchine utensili. 8*^ ediz., pag. viil-152, 
con 300 problemi risolti e 448 figure •. . . 2 50 

Disegno di proiezioni ortogonali, del Prof. D. Laxdi, di 

pagine Vin-152, con 192 incisioni 2 — 

Disegno topografico, del Capitano G. Bertelli, 2» ediz., 

pagine, vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni 2 — 

Disinfezione (La pratica della) pubblica e privata per i Dot- 
tori P. E. Alessandri e L. Pizzini, 2=^ edizione, pag. viii- 
258, con 29 incisioni 2 50 

Distillazione delle Vinacce, e delle frutta fermentate. 
Fabbricazione razìomX^ del Cognac^. E.%\.taim<^ del 
Cremore di Tartaro ed utUìiiaiiotv^ à\ VoWX \ t^%v 
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dui della distillazione* di M. Da Ponte, 2* edizione ri- 
fatta, contenenti le leggi italiane sagli spiriti e la legge 
Austro-Ungarica, pag. xir-375, con 68 incisioni . . . . 3 50 

Ditteri italiani, di Paolo Lioy {Entomologia TIDj pag. 
vn-356, con 227 incisioni 3 — 

Dizionario alpino italiano. Parte l*": Vette e valichi ita- ' ' 
lianiy deiring. E. BiGNAMi-SORMANi. - Parte 2*: ValH 
lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell'Ing. C. SCO- 
LARI, pag. XXII-310 , ... 3 50 

Dizionario di abbreviature latine ed italiane usate nelle 
carte e codici specialmente del Medio Evo, riprodotte 

con oltre 18000 segni incisi, aggiuntovi un prontuario di 
Sigle Epigrafiche. I monogrammi, la numerizzazione ro- 
mana ed arabica e i segni indicanti monete, pesi, misu- 
re, ecc., per cura di Adriano Cappelli, Archivista-Pa- 
leografo presso il R. Archivio di Stato in Milano, pagine 
Lxn-433, con elegante legatura in cromo 7 50 

Dizionario bibliografico, di e. arlia, pag. loo . . . . i 50 
Dizionario Biografico Universale, del Professor Dottor 

G. Garollo. (In lavoro). 

Dizionario dei comuni del Regno d'Italia, secondo il Cen- 
simento del 10 febbraio 1901, compilato da B. Santi, di 
pag. XLVi-175 3 — 

Dizionario Eritreo (Piccolo) Italiano-Arabo-Amarico, rac- 
colta dei vocaboli più usuali nelle principali lingue parlate 
nella Colonia Eritrea, di A. Allori, pag. xxxiii-203 . . 2 50 

Dizionario filatelico, per il raccoglitore di francobolli con 
introduzione storica e bibliografica, di J. Gelli, 2* ediz., 
con Appendice 1898-99, pag. LXiii-464 4 50 

Dizionario fotografico pei dilettanti e professionisti, con ol- 
tre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi e 600 formule di 
L. GlOPPi, pag. VII 1-600, 95 incisioni e 10 tavole . . . . 7 50 

Dizionario geografico universale, del Prof. Doit. g. Ga- 
rollo, 4* edizione del tutto rifatta e molto ampliata, di 
pagine xii-1451 10 — 

Dizionario gotico — vedi Lingua gotica. 

Dizionario milanese-italiano e repertorio italiano-mila- 
nese, di Cletto ARRiCfiii, pag. 912, a 2 colonne, 2» ediz. 8 50 
Dizionario Numismatico — tedi Vocabolarìetto numismatico. 
Dizionario rumeno — vedi (irammntlca rumena. 

Dizionario stenografico. Big\e e a\>\iXfeN\^\.wt^ ^'tx ^ìssNìots^ 

6'aibe/sberger-Xoe, di A . Scniwv.ìs X.TO , ^^9,. ^^ vVofc . . x '^;ì^ 
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Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco- 
italiano, compilato sui migliori vocabolari moderni e prov- , 
visto (l'un'aceurata accentuazione per la pronuncia dell'ita- 
liano, di A. Fiori, 8* edizione, pag. 798, completamente ri- 
fatta dal Prof. G. CATTANEO 3 50 

Dizionario tecnico in quattro lingue deiring. E. Webber, 
4 volumi: 
Voi. I. Italiano-Tedesco-Francese-Inglese, 2» ediz. com- 
pletamente riveduta e aumentata di circa 2000 ter- 
mini tecnici, pag. xii-553 6 — 

Voi. II. Deutsch-Italienisch-Franzòsisch-Englisch, p. 408 . 4 — 
Voi. III. Fran^ais-Italien-AUemand-Anglais, pag. 509 . . 4 — 
Voi. IV. Englisch-Italian-German-French, pag. 659. . . 6 — 

Dizionario (Piccolo) dei termini delle corse, di G. Vol- 
pini, di pagine 47. (Esaurito). 
Dizionario turco — vedi Orammatica turca. 

Dizionario universale delle lingue italiana, tedesca in- 
glese e francese, disposte in unico alfabeto, 1 volume di 
pag. 1200 a 2 colonne 8 — 

Dizionario VolapUli — vedi Volapuk. 

Dogane — vedi Codice doganale — Trasporti e tariffe. 

Doratura — vedi Galvanlzzaz. — Galvanostegia — Metallocromia. 

Dottrina popolare, in 4 lingue, (Italiana, Francese, Inglese 
e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e proverbi» 
raccolti da G. Sessa, 2» edizione, pag. iv-112 2 — 

Doveri del macchinista navale, e condotta della macchina 
a vapore marina ad uso dei macchinista navali e degli Isti- 
tuti nautici, di M. LiGNAROLO, pag. xvi-303 2 50 

Drammi — vedi Letteratura drammatica. 

Duellante (Manuale del) in appendice al Codice cavalleresco^ 
di J. Gelli, 2^^ edizione, pag. viil-256, con 26 tavole. . . 2 50 

Ebanista — vedi Falegname — Modellatore meco. — Operaio. 

Educazione dei bambini — vedi Ortofrenia — Sordomuti. 

Economia matematica (Introduzione aliai, dei Prof. F. ViR- 
GILII e C. GARIBAI.DI, pag. xil-210, con 19 incisioni . . 1 50 

Economia politica, del Prof. W. S. Jevons, traduzione del 
Prof. L. COSSA, 4* ediz. riveduta, pag. xvi-179 1 50 

Edilizia — vedi Fubbric, civili — Ingegneria civ. — Ingegn. leg. 

Elettricità, del Prof. FLKEMiNCr Jenkin, traduz. del Prof. 
R. Ferrtn'i, 3=' ediz. rived., pag. xri-237, con 40 incisioni . 1 50 

EJettrochi mica (Prime nozioni elementari di), del Professor 
A. C'OSSA, pagine viii-104, eou \0 \Tvc,\%\om \ ^Q 
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Elettrotecnica (Manuale ù\\ di Grawinkel-Strecker, tra- 
duzione italiana dell'Ing. Flavio Dessy, pagine xvi-816, 
con ' 846 figure 9 50 

Ematologia — vedi Malattie del sangue. 

Embriologia e morfologia generale, del Prof. G. Catta- 
neo, pag. x-242, con 71 incisioni 1 50 

Enciclopedia del giurista - te^^i Codici e leggi usuali d'Italia. 

Enciclopedia Hoepli (Piccola), in 2 grossi voi. di 3875 pag. di 
2 col. per ogni pag., con Appendice (146740 voci) . . . . 20 — 

Energia fisica, del Prof. R. ferrini, pag. viii-187, con 47 
incisioni. 2* edizione interamente rifatta 1 50 

Ènlmmistica. Guida per comporre e per spiegare Enimmi, 
Sciarade, Anagrammi, Logogrifi, Rebus, ecc., di D. TOLO- 
SANl (Bajardo), pag. xii-516, con 29 illustr. e molti esempi 6 50 

Enologia, precetti ad uso degli enologi italiani, del Professor 
0. Ottavi, 4» edizione interamente rifatta da A. Struc- 
CHI, con una Appendice sul metodo della Botte unitaria pei 
calcoli relativi alle botti circolari, dell'Ing. agr. R. Bassi, 
pag. xvi-804, con 38 incisioni 2 50 

Enologia domestica, di R. Sernagiotto, pag. vju-288 . 2 — 

Entomologia di A. Griffini e P. Lioy, 4 volumi {vedi Coleottori 

— Ditteri — Lepidotteri — Imenotteri). 

Epigrafia latina. Trattato elementare con esercizi pratici e 
facsimili, con 65 tav. del Prof. S. R[CCi. pag. xxxil-448 . 6 50 

— cedi Dizionario di abbreviature latino. 

Epilessia, Eziologia, Patogenesi, Cura, Dr. P. Pini, p. x-277 2 50 

Eritrea — vedi Arabo parlato — Dizionario eritreo, — Gramma- 
tica galla — Lingue d'Africa — Prodotti agricoli del Tropico 

— Tigre italiano. 

Errori e pregiudizi volgari, confutati colla scòrta della 

scienza e del raziocinio da G. Strafforello, 2* edizione 
accresciuta, pag. xii-196 1 50 

Esame degli infermi — vedi Semeiotica. 

Esattore comunale (Manuale dell'), ad uso anche dei Rice- 
vitori provinciali, Messi esattoriali, Prefetti, Intendenti di 
finanza, Agenti imposte. Sindaci e Segretari dei Comuni, 
Avvocati, Ingegneri, Ragionieri, Notai e Contribuenti, del 
Rag. R. Mainardi, 2"^ odiz. rived. e ampi., pag. xvi-480 . 5 50 

Esercizi geografici e quesiti, sull'Atlante geografico 
universale di R. Kiepert, dì L. iiugl'es, 3» ediz. rifatta 

di pagine viil-208 l ìiQ 

Esercìzi sulla geometria elementare,. ^«^^ ^^^^. '^. ^^- ^ _,& 

C'HE/ZL/?, paff. yiii-180, con 50 \iieMoi\\ .^^^ 
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Esercizi greci, per la 4^^ classe ginnasiale in correlazione 
alle Nozioni elemen. di lingua greca, del Prof. V. INAMA: 
del Prof. A. V. BISCONTI, 2» ediz. rifatta, di p. xxvi-234 . 3 — 

Esercizi latini con règole (Morfologìa generale), del Prof. 

P. E. Cereti, pag. XIl-332 1 50 

Esercizi di stenografia — vedi Stenografia. 

Esercizi di traduzione a complemento delia grammatica 

francese, del Prof. G. Prat, pag. Vi-183 1 50 

Esercizi di traduzione con vocabolario a complemento 

della Grammatica tedesca, di G. Adler, 2"^ ed., p. vm-234. i 50 
Esercizi ed applicazione dì Trigonometria piana, con 

400 esercizi e problemi proposti dal Prof. C. Alasia, pag. 
xvi-292, con 30 incisioni .... : 1 50 

Esplodenti e modo di fabbricarli, di R. Molerà, p. xx-300 2 50 

— vedi anche Pirotecnica. 

Espropriazione — vedi Ingegneria legale. 

Essenze — vedi Profumiere — Liquorista — Ricettario ind. 

Estetica, del prof. M. Pilo, di pag. xx-260 1 50 

Estimo di cose d'arte — vedi Amatore di oggetti d'arte e di cu- 
riosità — Amatore dì Maioliche e Porcellane. 

Estimo dei terreni. Garanzia dei prestiti ipotecari e della 
equa ripartizione dei terreni, dell'lng. P. Filippini, pag. 
XVi-828, con 3 incisioni 3 — 

Estimo rurale, dei Prof. Carega di Muricce, pag. vi-l64. 2 — 
Etica, (Elementi di) del Prof. G. Vidari, di pag. xvi-334 . 2 — 
Etnografia, di B. Malfatti, 2» ediz. Inter, rifusa, p. vi-200. 1 50 
Evoluzione (Storia dell'), del Prof. Carlo Fenizia, con bre- 
ve saggio di Bibliografia evoluzionistica, pag. xiv-389 . . 8 — 

Fabbricati civili di abitazione, dell'lng. e. Levi, 2<' ediz. 
rifatta, con 207 incis., e i Capitolati d'oneri approvati dalle 
principali città d'Italia, pag. xvi-412 4 50 

Fabbricati rurali (Costruzione ed economia dei). 2» edizione 
rifatta dall' •* Economia dei fabbricati rurali .,, di V. Nic- 
coli, di pag. xvi-335, con 125 figure 3 50 

Fabbro — v. Aritmetica dell'operaio — Fonditore — Meccanico — 
Operaio — Tornitore. 

Fabbro-ferraio (Manuale praiieo del), di G. Belluomini, 

opera necessaria ed indispensabile ai fabbri fucinatori, agli 
aggiustatori meccanici, armaiuoli, carrozzieri, carradori, 
calderai, coltellinai, fumisti, costruttori di strumenti me- 
trici, di serrature, di arnesi rurali, di ferramenti in ge- 
nere ed a tutti quelli che si dilettano nei lavori in ferro 
ed in acciaio, di pag. viii-242, con 224 incisioni . . . 2 50 

Falegname ed ebanista, ^aiuia ^ev \^^\ì^\q:\, ^s^w^fe^^^ di 

eonserv arW, prepararli, eo\om\\e\e\\i\mx\\A^\Q'^'^^'^^'^A 
di G. HELLUOmsu di pag. x-l^i-à, eo\i ^.^ \^^\éss^\ . • 
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Fanciulli — (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.) v. Ortofremia. 
Farfalle — vedi Lepidotteri. 

Farmacista (Manuale del), del Prof. P. E. Alessandri, 2» 

edizione interamente rifatta e aumentata, corredata di tutti 

i nuovi medicamenti in uso nella terapeutica, loro proprietà, 

caratteri, alterazioni, falsificazioni, usi, dosi, ecc., pag. xvi- 

731, con 142 tavole e 82 incisioni 6 50 

Farmacoterapia e formulario, di p. Piccininl (In lav.). 

Ferrovie — vedi Codice doganale — Curve — Ingegneria legale 
Macchin. e Fuochista — Trasporti e tarifte. 

Filatelia — vedi Dizionario filatelico. 

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione mecca- 
nica delle fibre tessili, di E. Grothe, traduzione sull'ultima 
tedesca, pag. viu-414, con 105 incisioni 5 — 

Filatura della seta, di g. Pasqualis. fin lavoro). 
Filologia classica, greca e latina, dei Prof. v. inama, 

di pag. xii-195 1 50 

Filonauta. Quadro generale di navigazione da diporto e con- 
sigli ai principianti, con un Vocabolorio tecnico più in uso 
nel panfiliamento, del Gap. G. Olivari, pag. xvi-286 . . 2 50 

Filosofia morale, del Prof. L. Friso, pag. xvi-336 . . . 3 -— 

Fillossera e le principali malattie crittogamiche della vite 
con speciale riguardo ai mezzi di difesa, del Dott. V. Pe- 
GLION, pag. viii-302, con 39 incisioni 3 — 

Filugello — vedi Bachi da seta. 

Fiori artificiali. Manuale del fiorista, di 0. Ballerini, 
pag. xvi-278, con 144 incisioni, e 1 tav. a 30 colori . . . 3 50 

— vedi anche Pomologia artificiale. 

Fisica, del Prof. 0. MURANI, con 243 incisioni e 3 tavole, 6» 
edizione, completamente rifatta del Manuale di Fisica di 
Balfour Stewart pag. xvi-411 2 — 

Fisica cristallografica, W. Voigt, trad. a. Sella. (In lav). 

Fisiologia, di Foster, traduzione del Prof. (t. Albini, 3» 
edizione, pag. xi 1-158, con 18 incisioni ..'.... 1 50 

Fisioiogia comparata — vedi Anatomia. 

Fisiologia vegetale, del Dott. Luigi Montemartini, pag. 

XVi-230, con 68 incisioni 1 50 

Floricoltura (Manuale di), di C. M. Fratelli Roda, 3"^ edizio- 
ne riveduta da G. Roda, pag. vin-256, con 87 incisioni . . 2 — 

Florilegio poetico greco, del Prof. v. Inama. fin lavoro). 

Flotte moderne (Le) 1896-1900, di E. Bucci di s.antafiora. 
Complemento del Manuale del Marmo, ^e\C.\iY. k^VETLx.^^^ 
pagine IV'204 ... ^ — 
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Fognatura cittadina, deiring. D. Spataro, pag. x-684, con 

220 tjj:ure e L tavola in litografia 7 — 

Fognatura domestica, deil'lng. A. Cerutti, pag. viii-42i, 

con 200 incisioni 4 — 

Fonditore in tutti i metalli (Mannaie <!el), di G. Belluo- 

MiNi, 2* edizione, pag. viri-150, con 41 incisioni . . . . 2 — 
Fonologia italiana, di L. Stoppato, pag. viiM02. ... l 50 
Fonologia latina, del Prof. S. Consoli, pag. 208 . . . . l 50 

Foreste -- redi Ingegneria legale — Selvicoltura. 
Formaggio — iclt Caseificio — Latte, burro e cacio. 

Formulario scolastico di matematica elementare (aritme- 
tica, algebra, geometria, trigonometria), di M. A. ROSSOTTI, 
di pag. XVJ-192 1 50 

Fotocalchi — vedi Arti grafiche — Chimica fotografica — Foto- 
grafia industriale — Processi fotomeccanici. 

Fotocoiiografia — tedi Procossi fotomeccanici. 

Fotocromatografia (Lai, del Dott. L. Sassi, pag. xxi-138, 

con 19 incisioni 2 — 

Fotografìa industriale (La), fotocalchi economici per la ri- 
produzione di disegni, piani, «larte, musica, negative foto- 
grafiche, ecc., del Dott. Luigi Gioppi, pag. viii-208, con 

12 incisioni e ó tavole fuori testo 2 50 

Fotografia ortocromatica, del Dott. e. Bonacini, pagine 

XVI-2T7, con incisioni e 5 tavole 3 50 

Fotografìa pei dilettanti. (Come dipinge il sole), di G. 
MuFFOXi:, ó* edizione rifatta ed ampliata, pag. xx-883, 
con 99 incisioni e 11 tavole 3 — 

Fotogrammetria, Fototopografia praticata in Italia e appli- 
zione della fotogrammetria all'idrografia, deil'lng. P. Pa- 
ganini, pag. xvi-2«S, con 56 figure e 4 tavole. . . . 3 50 

Fotolitografia — redi Arti grafiche — Processi fotomec^. 

Fotosmaltografia (La), appli(?ata alla decorazione indu- 
strialo (h'ile coramichi' e dei vetri, di A. MONTAGNA, pag. 
viii-20(>, con H) incisioni nel testo 2 — 

Fototipografia - vedi Arti grafiche -- Processi l'otomecc. 

Fragole udì Frutta minori. 

Francia - redi Storia dol!a Francia. 

Francobolli -- tedi Dizinnano filatelico. 

Fraseologia francese-italiana, di i:. nAjto.^ciiisoRKsiM, 

e<nri- viH--*«-' -' ^0 

FBÌBansilA^ iiallana-tedesca -- ict/t Conversazione dottrina po- 
cottsorviirli 
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Frumento (II), (come iìi coltiva si dovrebbe coltivare in 
Italia) di E. AziMONTi, 2"* edizione completamente rifatta 
del Manuale ** Frumento e mais , di G. Cantoni, di pa- 
gine XVI-276 2 50 

Frutta minori. Fragole, poponi, ribes, uva spina e lamponi, 
del Prof. A. Pucci, pag. vui-193, con 96 incisioni . . 2 50 

Frutta fermentate — vedi Distillazione 

Frutticoltura, del Prof. Dott. I). Tamauo, 5i* edizione, di 
pag. xviil-219, con 81 incisioni 2 — 

Frutti artlliolali — vedi Pomologia artificiale. 

Fulmini e parafulmini, del Dott. Prof, cankstiuni, pag. 

vill-166, con 6 incisioni 2 — 

Funghi mangerecci e funghi velenosi, <ici Dott. F. c.\- 

VARA, di pag. xvi-192, con 43 tavole e 11 incisioni . . 4 50 

Funzioni analitiche (Teoria dcUe^ di (ì. ViVANTi, pagine 
vin-482 (volume doppio) 3 -- 

Funzioni ellittiche, dei Prof. E. Pvscal, pag. 240 ... 1 50 

Faoohista — tedi Macchinista o fuochista. 

Faoohl artificiali — tedi — Esplodenti — Pirotecnia 

Gallinacei — tedi Animali da cortile — Colombi — l'ollicoltuni. 

Galvanizzazione, pulitura e verniciatura dei metalli e 
galvanoplastica in generale. Manuale pratico per lin- 

dustriale e l'operaio riguardante la nichelatura, ramatura, 
ottonatura, doratura, argentatura, .^^tagnatura, zincatura. 

. acciaiatura, antimoniatura, cobaltatura, ossidatura, galva- 
noplastica in rame, argento, oro, eoe, in tutte le varie 
applicaz. pratiche, di F. Wkuth, di p. xvi-324, con 153 ine. 3 50 

Galvanoplastica ed altre applicazione deirelettrolisi. Gal- 
vanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei metalli, l're- 
parazione dell'alluminio, Sbianchimento della carta e dello 
stoffe. Risanamento delle acque, Concia elettrica delle 
pelli, ecc., del Prof. R. Fkriiini, 3-^ edizione, compiota- 
mente rifatta, pag. xri-417, con 45 incisioni . . . . .4 — 

Galvanostegia, dell'lng. I. (ìiifrsi. Nichelatura,' argenta- 
tura, doratura, ramatura, metallizzazione, o<'c. pag. xii- 
824, con 4 incisioni H 50 

Gastronomia (Terminologia gastronomica italiana e fran- 
cese) di E. BOKCJOHKLT.o, cou SOO Meuus. (in lavuroi. 

Gaz illuminante (indu.<tria deli, di v. (.'ALZAVA ri A, i-.i- 

XXXIl-672, con ÌJ75 incisioni e 2 Hi tabelle 7 50 

- tedi Incandescenza a gaz. 

Gelsicoltura, dei Prof. D. Ta.\iaro, pag. xvi-lTr» e 22 in.-. 2 — 

Geografia, di G. (Ìrovk, traduzione del Prof. (f. (JAT.r.KTTi, 

2* edizione riveduta, pag. Xll-liìv), cvm 'Ivi \xvnìVVQ^\\ . . \ 'cNì 
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Geografìa classica, di H. F. Tozer, traduzione e note del 

Prof. I. Gentile, 5* edizione, pag. rv'-168 1 50 

Geografìa commerciale economica. Europa^Asia, Oceania, 

Africa, America, di P. Lanzoni, pag. VIII-344. . . . 8 — 
Geografia fisica, di A. Geikie, traduzione di A. Stoppani, 

3» e,dizione, pag. iv-132, con 20 incisioni 1 50 

Geologia, di A. Geikie, traduzione di A. Stoppani, quarta 

edizione, riveduta sull'ultima edizione inglese da G. Mer- 

CALLI, pag. Xll-176, con 47 incisioni 1 50 

Geometria analitica dello spazio, dei Prof. F. Aschieri, 

pag. vi-196, con 11 incisioni 1 50 

Geometria analitica del piano, dei Prof. F. aschieri, di 

pag. Vi-194, con 12 incisioni 1 50 

Geometria descrittiva, dei Prof, aschieri, pag. vi-222, 

con 108 incisioni, 2» edizione rifatta 1 50 

Geometria elementare — vedi Esercizi di Geometria pura — Pro- 
blemi di Geometria elementare. 

Geometria e trigonometria della sfera, del Prof. e. Ala- 

SIA, pag. vili-208, con 34 incisioni 1 50 

Geometria metrica e trigonometria, del Prof. s. Pin- 

CHERLE, 5* edizione, pag. iv-158, con 47 incisioni. . . 1 50 
— tedi anche Esercizi di Trigonometria. 

Geometria pratica, deiring. Prof. G. Erede, 3» edizione 
riveduta ed aumentata, pag. xri-258, con 134 incis. . . 2 — 

Geometria proiettiva del piano e della stella, del Prof. 
F. Aschieri, 2» edizione, pag. vi-228, con 86 incisioni. . 1 50 

Geometria proiettiva dello spazio, del Prof. F. aschieri, 

2* edizione rifatta, pag. vr-264, con IG incisioni . . . 1 50 

Geometria pura elementare, del Prof. s. Pincherle, 5» 

edizione, con l'aggiunta delle figure sferiche, pag. Viii- 
ITt), con 121 in**iyioni I 50 

Giardino (li) infantile, di P. Conti, pag. iv-2l3, 27 tav. 3 — 
Ginnastica (Storia della), di F. Valletti, pag. vrii-181 . 1 50 
Ginnastica femminile, di f. Valletti, pag. vi-112, 67 ili. 2 — 
Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di J. Gelli, 

pag. vni-lOs, con 21G incisioni 2 — 

- vedi anrhe Giuochi ginnastici. 

Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platino, di E. Ro- 

SFJ.lt, pag. 336, con 125 incisioni 4 — 

te'// (turile Metalli pre'A\o:i\ ~ ?\ft\.Tft \i\eTÀci"5>vi. 
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Giuochi ginnastici per la gioventù delle Scuole e del po- 
polo, raccolti e descritti, di F. Gabrielli, pag. xx-218, 
con 24 tavole illnstrative 2 50 

Giustizia amministrativa (Man. dì), di G. vitta. (In lav.). 
Glottologia, del Prof. G. De Gregorio, pag. xxxn-8i8 . 8 — 
Gnomonica ossia l'arte di costruire orologi solari, lezioni 

popolari di B. M. La Leta, pag. viu-160, con 19 figure. 2 — 
Gomma elastica — vedi Imitazioni. 

Grafologia, di e. Lombroso, pag. v-245 e 470 fac-simili. 3 ~ 
Grammatica albanese con le poesie rare di Variboda, 

del Prof. V. Librandi, pag. xvi-200 8 — 

Grammatica Araba — vedi Arabo parlato. 

Grammatica araldica vedi Araldica — Vocabolario araldico. 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua danese- 

norvegiana con un supplemento contenente le principali 
espressioni tecnico-nautiche ad uso degli ufficiali di ma- 
rina che frequentano i mari del nord e gli stretti del 
Baltico, di G. Frisoni, pag. xx-488 4 50 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua ebraica, 
del Prof. I. Levi fu Isacco, pag. 192 1 50 

Grammatica francese, del Prof. G. Prat, seconda edi- 
zione riveduta, pag. xii-299 1 50 

Grammatica e dizionario della lingua dei Galla (oro- 

monica), del Prof. E. VITERBO: 

Voi. I. Galla-Italiano, pag. viu-152 2 50 

Voi. II. Italiano-Galla, pag. LXiV-106 2 50 

Grammatica gotica — vedi Lingua gotica. 
Grammatica greca. (Nozioni elementari di lingua greca), 
del Prof. Inama. 2» edizione, pag. xvi-208 1 50 

Grammatica della lingua greca moderna, del Prof. K. ^ 

LOVERA, pag. VI-154 'l 50 

Grammatica inglese, del Prof. L. Pavia, pag. xn-260 . i 50 
Grammatica italiana, del Prof. T. Concari, 2» edizione 

riveduta, pag. xvi-230 • 1 50 

Grammatica latina, del Prof. L. Valmaggi, seconda edi- 
zione, pag. Vlll-256 1 50 

Grammatica della lingua olandese, di M. Morgana, di 

pagine viii-124 3 — 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua portogliese- 

brasiliana, del Prof. g. frisoni, pag. xii-267 .... 3 — 
Grammatica e vocabolario della lìngua rumena, dei Prof. 

/?. LovERA, pag. VIII-200 ^^ '^^^ 

•1^ 
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Grammatica russa, dei Prof. Voinovich, pag. x-272 . . 

Qrammatioa «antcrita — védi Sanscrito. 

Grammatica della lingua slovena. Esercizi e vocaboia:=< 
del Prof. Bruno Guyon, pag. xvi-8U 

Grammatica spagnuola, del Prof. Pavia, 2* edizione, : 
pagine xvni-272 

Grammatica della lingua svedese, del Prof. E. pàp> j.i, 

pagine xv-298 ?, — 

Grammatica tedesca, del Prof. L. Pavia, 2» edizior ■. ^ 

pagine xviil-272 ! .^ 

Qrammatioa Tigre — redi Tigre italiano. 

Grammatica turca osmanli, con paradigmi, crestoii! -.,. -k. 

e glossario, di L. Bonelli, pag. viii-200 e 5 tavolo . 

Grandine — vedi Assicurazioni. 

Granturco — vedi Frumento e mais — Industria dei molici. 

Gravitazione. Spiegazione elementare delle principali per- 
turbazioni nel sistema solare, di Sir G. B. AiRY. t-. adi- 
zione di F.. Porro, con 50 incisioni, pag. xxii-17'; 

Grecia antica — vedi Archeologia (Arte greca) — Mitologia ^^ 
— Monete greche — Storia antica. 

Gruppi di trasformazione (Teoria dei), di E. Pascal. (In 

lavoro). 
Guttaperca — vedi Imitazioni. 

Humus fL), la fertilità e l'igiene dei terreni culturali, 

del Prof. A. Casali, pag. xvi-210 2 

Idraulica, di t. Perdoni, di pag. xxvui-392, con sci fi- 
gure e 3 tavole ói 

Idrografia — redi Fotogrammetria. 

Idroterapia, di G. Gibelli, pag. iV-238, con 30 incis. . . 2 - 

— vedi anche Acque minerali e termali del Regno d'Italia. 

Igiene della Bocca e dei Denti, nozioni elementari di o- 

tlontologia, del Prof. Dott. L. COULLIAUX, di pagine xvi- 
380, con 23 incisioni . 2 óf 

Igiene del lavoro, di trambcsti a. e Saxarelli, pagine 

viri-262, con 70 incisioni 2 ó( 

Igiene della pelle, di a. Bellini, pag. xvj-240, : incis. . 2 - 
Igiene privata e medicina popolare ad uso. delle famiglie, 

di C. BOCK, 2* edizione italiana curata dAl Dott. Giov. 

Galli, pag. xvr-272 ' 2 0< 



Igiene rurale, di a. Carraroll pagine x-Ao . . 
Igiene scolastica, di a. Repossi, 2» ediz., priljg. iv-2. 



igi 



. ♦» — 

46. . 2 - 

/n/ano iretefinarìa, del i>ott. v. Y^.uwi, ^«.«^ \^\vv-^'>j^ . . 1 - 
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Igiene della vista sotto il rispetto scolastico, dei Dott. 

A. LOMONACO, pag. kll-272 2 50 

Igiene della vita pubblica e privata, dei Dott. g. fa- 

BALLI, di pag. xil-250 2 50 

Igroscopi, igrometri, umidità atmosferica, del Prof. P. 
Cantoni, pag. xn-142, con 24 incisioni e 7 tabelle . . 1 50 

Illuminazione — tedi Acetilene — Gaz. illnm. — Incandescenza. 

Illuminazione elettrica (impianti dì), Manuale pratico del- 
ring. E. PiAZZOLi, 5» ediz. interamente rifatta, (9-10 mi- 
gliaio) seguita da un'appendice contenente la legislazione 
Italiana relativa agli impianti elettrici, di pag. 606, con 
264 incisioni, 90 tabelle e 2 tavole 6 50 

imbaisamatore — vedi Naturalisia preparatore — Naturalista 
viaggiatoi;e — Zoologia. 

Imenotteri, Neurotteri, Paeudoneurotteri, Ortotteri e 

RinCOti italiani, del Dott. E. Griffini (Entomologia IV), 
pag. xvi-687, con 243 incisioni 4 50 

Imitazione di Cristo (Delia), Libri quattro di GlO. Ger- 
SENio, volgarizzamento di Cesare Guasti, con proemio 
e note di G. M. Zampini, pag. lvi-896 8 50 

imitazioni e succedanei dell' ing. I. Ghersi. (in lavoro). 

Immunità e resistenza alle malattie, di a. galli Va- 
lerio, pag. Viil-218 1 50 

Impiego ipodermico e la dosatura dei rimedi^ Manuale 

di terapeutica del Dott. G. Malacrida, pag. 805 . . . 3 — 
Imposte dirette (Riscossione delle), dell'Avv. E. Bruni, di 

pag. vni-158 1 50 

Incandescenza a gaz, (Fabbricazione delle reticelle) di L. 

Castellani, pag. x-140, con 33 incisioni 2 — 

Inoliiostri — vedi Ricettario industriale — Vernici ecc. 
Incisioni — vedi Amatore d'oggetti d'arte e di curiosità. 
Indovineili — vedi Enimmistica. 

Industrie (Piccole). Scuole e musei industriali - Industrie 
agricole e rurali - Industrie manifatturiere ed artistiche, 
dell'Ing. l. Ghersi, 2* edizione completamente rifatta del 
Manuale delle Piccole Industrie del Prof. A. Errerà, 
pag. xn-372 8 50 

infermiere — vedi Assistenza degli infermi — Soccorsi d'urgenza 

— Tisici e sanatorii. 
Infanzia — vedi Terapia delle malattie dell' — Giardino infantile 

— Nutrizione — Ortofrenia — Sordomuto. 
Infintone — vedi Disinfeziono — ^l^^\(^aXuT% ^wW-a^NiCwì,^. 

laforiunii sul lavoro — vedi Legge STxgW. 
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Infortuni! della montagna (Gli). Manuale pratico degli Al- 
pinisti, delle guide e dei portatori, del Dott. 0. Ber- 
nhard, traduzione con aggiunte del Dott. R. CUBTI, di 
pag. xvni-60, con 65 tav. e 175 figure dimostrative . . 3 50 

Infortuni sul lavoro, (Mezzi tecnici per prevenirli) di E. 
Magrini. (In lavoro). 

— vedi anche Leggi per gli. 

ingegnere agronomo — vedi Agronomia — Prontuario dell'agric. 

Ingegnere civile. Mannaie dell'ingegnere civile e industriale, 
dei Prof. G. COLOMBO, 18* edizione modificata e aumen- 
tata, (46®, 47° e 48° migliaia), con 212 fig., pag. xrv-416. 5 60 
Il medesimo tradotto in francese da P. Marcillac . 5 50 

Ingegnere navale. Prontuario di A. Cignoni, pag. xxxn- 

292, con 86 figure. Legato in pelle 5 50 

Ingegneria legale per tecnici e giuristi (Manuale di), dei- 

l'Avv. A. LiON. Commento ed illustrazione con la più re- 
cente giurisprudenza: Responsabilità - Perizia - Servitù - 
Piani regolatori e di ampliamento - Legge di sanità - Re- 
golamenti d'igiene ed edilizii - Espropriazione - Miniere - 
Foreste - Catasto - Privativa industriale - Acque - Strade - 
Ferrovie - Tramvay - Bonifiche - Telefoni - Appalti - Ripa- 
razioni - Cimiteri - Derivazioni di acque pubbliche - Monu- 
menti d'arte e d'antichità, ecc., pag. viii-652 . . . . . 5 50 
Inghilterra — vedi Stona, d' Inghilerra. 

Insetti nocivi, dei Prof. F. Franceschini, pag. Vin-264, 
con 96 incisioni 2 — 

Insetti utili, del Prof. F. Franceschini, di pag. xn-l60, 
con 43 incisioni e 1 tavola • . . . 2 — 

Interesse e sconto, del Prof. E. Gagliardi, 2*' edizione 
rifatta e aumentata, pagine vin-198 2 — 

Inumazioni — vedi Morte vera. 

Ipnotismo — vedi Magnetismo — Spiritismo — Telepatia. 

Ipoteche (Man. per le), di A. Rabbeno, pag. xvi-247 . . . 1 50 

Ittiologia Italiana, del Doti. A. Griffini, con molte in- 
cisioni. (In lavoro). 

— vedi anche Piscicoltiira — Ostricoltura. 
Lacciie — vedi Vernici ecc. 

Latte, burro e cacio. Chimica analitica applicata al casei- 
ficio, del Prof. Sartori, pag. x-162, con 24 incisioni . 2 — 

Abiti per signora 
Biancheria. 
Lavori femminili — vedi ( Macchine da cucire. 

Monogrammi. 
Trine al tviaeWo. 
Lavori pubblici — vedi Leggi sui lavori ^u\i\A\^\. 
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Lavori in terra (Manuale di), deiring. B. Leoni, pag. xi- 
305, con 38 incisioni 3 — 

Lawn-Tennis, di V. Baddeley, prima traduzione italiana 
con note e aggiunte del trad., pag. xxx-206, con 18 illustr. 2 50 

Legge (La nuova) comunale e provinciale, annotata da E. 

Mazzoccolo, 4* edizione, interamente rifatta con l'ag- 
giunta del regolamento e di 2 indici, pag. xn-820 . . . 7 50 

Legge sai lavori pubblici e regolamenti, di L. Franchi, 

pag. IV-110-CXLVUI . • 1 50 

Legge sull'ordinamento giudiziario, deil'Avv. L. Franchi, 

pag. IV-92-CXXVI 1 50 

Legge sulla proprietà letteraria, di L. Franchi (In lav.). 

Leggi e convenzioni sui diritti d'autore — vedi Codici e leggi u- 
suali d' Italia, voi. III. 

Leggi per grinfortunii sui lavoro, dell' Aw. A. Salva- 
tore, pag. 312 3 — 

Leggi e convenzioni sulle privative industriali, disegni, 

modelli di fabbrica, marchi di fabbrica e di commercio, di 
L. Franchi. (In lavoro). 
Leggi sulla sanità e sicurezza pubblica, di L. Franchi, 

pag. IV-108-XCII 1 50 

Leggi sulle tasse di Registro e Bollo, con appendice, del 

Prof. L. Franchi, pag. iv-124-cn 1 50 

Leggi usuaii d'Italia — vedi Codici e leggi. 

Leghe metalliche ed amalganie, alluminio, nichelio, me- 
talli preziosi e imitazione, bronzo, ottone, monete e me- 
daglie, saldature, dell'Ing. I. Ghersi, p. xvi-431, con 15 ine. 4 — 

Legislazione IMortuaria — vedi Morte. 

Legislazione sanitaria italiana, (La nuova) di E. Noseda. 

di pag. vilI-570 5 — 

Legislazione rurale, secondo il programma governativo per 

gli Istituti Tecnici, deil'Avv. E. iJRUNl, pag. Xl-428 . . 3 — 
Legnami — tedi Cubatura dei legnami — Falegname. 
Legno artificiale — vedi Imitazioni. 

Lepidotteri italiani, del Dott. a. Griffini (Entomoi. il), 

pag. Xili-248, con 149 incisioni 1 50 

Letteratura albanese (Manuale di), del Prof. a. straticò, 

pag. XXlV-280 3 — 

Letteratura americana, di g. Strafforello, pag. 158 . i 5o 
Letteratura araba, dei Prof. I. Pizzl (In lavoro). 
Letteratura assira, del Mott. B. Teloni. (In lavoro). 
Letteratura catalana, del Prof. Restori. (In lavoro). 

Letteratura danese — vedi Letteratura norvegiana 

Letteratura drammatica, di C. Levi, ^a^. -xiv-^m ... % — 
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Letteratura ebraica, di A. Revel, 2 voi., pag. 364 . . 3 — 
Letteratura egiziana, di L. Brigiuti. (in lavoro). 
Letteratura francese, del Prof. E. Mabcillàc, tradnz. 

di A. Paganini, 8» edizione, pag. viii-198 1 50 

Letteratura greca, di V. Inama, 18» ediz. riveduta (dal 

510 al 550 migliaio) pag. viii-236 e una tavola. . . . 1 50 

Letteratura indiana, a. De Gubernatis, pag. yui-iF59 . 1 50 
Letteratura inglese, di E. Solazzi, 2» edizione, di pa- 
gine vni-194 1 50 

Letteratura italiana, del Prof. e. Penini, dalle origini al 
1748, 5* edizione completamente rifatta dal Prof. V. Fer- 
rari, pag. xvi-291 1 50 

Letteratura italiana moderna, (1748-1870). Aggiunti 2 qua- 
dri sinottici della letteratura contemporanea (1870-1901) 
del Prof. V. Ferrari, pag. 290 1 50 

Letteratura italiana moderna e contemporanea 1748- 
1901, del Prof. V. Ferrari, pag. vin-406 3 — 

Letteratura latina — vedi Letteratura romana 

Letteratura norvegiana, di s. Consoli, pag. xvi-272. . 1 50 

Letteratura persiana, dei Prof. I. Pizzi, pag. x-208 •. . 1 50 

Letteratura provenzale, di a. Restori, pag. x-220 . . 1 50 
Letteratura romana, del Prof. P. Ramorino, 5» edizione 

riveduta (dal 17, al 22» migliaio), pag. vlu-344. . . . 1 50 

Letteratura spagnuola e portoghese, dei Prof. L. Cap- 
pelletti, 2» edizione rif. da E. Gorra. (In lavoro). 

Letteratura tedesca, del Prof. 0. Lange, 3» edizione ri- 
fatta dal Prof. MiNUTTl, pag. xvi-188 1 50 

Letteratura ungherese, di Zigany Arpàd, pag. xii-295. 1 50 
Letterature slave, dei Prof. D. Ciàmpoli, 2 voiunii: 

I. Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi, pag. rv-144. . . 1 50 

li. Russi, Polacchi, Boemi, pag. iV-142 1 50 

Lexicon Abbrevlaturarum quae in lapidibus, codìcibus et chartis 
pracsertim Medii-Aevi occurrunt — redi Dizionario di abbre- 
viature. 
Limoni vedi Agrumi. 

Lingua araba — vedi Arabo parlato — Dizionario eritreo — Gram- 
matica Galla — Lingue dell'Africa — Tigre. 
Lingua gotica, grammatica, esercizi, testi, vocabolario com- 
parato con ispecial riguardo al tedesco, inglese, latino e 
greco, del Prof. S. Friedmann, pag. xvi-333 .... 8 — 
Lìngua greca -- vedi Esercizi — Filologia — Florilegio — Gram- 
matica — Letteratura — MoT?o\o^\a. — \Y\«\^\.\:\ — XorevK. 
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Lingue dell'Africa, di fi. Cust, versione italiana del Prof. 

A. De Gubernatis, di pag. iv-110 1 50 

Lingua latina vedi Dizionario di abbreviature latine — Epigrafia 

— Esercizi — Filologia classica — Fonologia — Grammatica 

— Letteratura romana — Metrica — Verbi. 

Lingue germaniche — vedi Grammatica danese-norvegiana inglese, 

olandese, tedesca, svedese. 
Lingua Turca Osmanli — vedi Grammatica. 

Lingue neo-latine, dei Dott. e. gorra, pag. 147. . . . 1 50 

Lingue straniere (Studio delie); di e. Marcel, ossia l'arte 
di pensare in una lingua straniera, traduzione del Prof. 
Damiani, di pag. xvi-136 1 50 

Linoleum — vedi Imitazioni. 

Liquorista, di A. Rossi, con 1270 ricette pratiche. Mate- 
riale, Materie prime, Manipolazioni, Tinture, Essenze na- 
turali ed artificiali, Fabbricazione dei liquori per mace- 
razione, digestione, distillazione, con essenze, tinture, ecc.. 
Liquori speciali, Vini aromatizzati, pag. xxxii-560, con 
19 incisioni nel testo 5 — 

Litografia, di e. Doyen, di pag. viii-261, con 8 tavole e 
40 figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo ... 4 — 

Liuto — vedi Chitarra — Mandolinista — Btmm. ad arco. 

Logaritmi (Tavole di), con 6 decimali, di 0. Muller, 6» 
ediz., aumentata delle tavole dei logaritmi d'addizione e 
sottrazione per cura di M. Raina, di pagine xxxvi-191. 
(11, 12, 13» migliaio) 1 50 

Logica, di W. Stanley Jevons, traduz. del Prof. C. Can- 
toni, 5» ediz. di pag. vlii-166, con 15 incisioni. . . . 1 50 

Logica matematica, del Prof. e. Burali-Forti, p. vi-i58. 1 50 

Logismografia, di e. Chiesa, 3» ediz., pag. xiv-i72 . . 1 50 

Logogrifi — vedi Enimmistica. 

Lotta — vedi Pugilato. 

Luce e colori, del Prof. G. Bellotti, pag. x-157, con 24 
incisioni e 1 tavola 1 50 

Luce e suono, di E. Jones, traduzione di U. FORNARi, di 
pag. viii-336, con 121 incisioni 3 — 

Macelline a vapore, (Manuale dei costruttore di), di U. Uae- 
DER. Edizione italiana compilata sulla 5^ edizione tedesca, 
con notevoli aggiunte dell'Ing. E. Webber, pag. xvi-452, 
con 1444 incisioni e 244 tabelle, legato in bulgaro rosso . 7 — 

Macchine agricole, del Conte a. Cencelli-Perti, di pag. . 
vin-2ì6. con 68 incisioni 't — 
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Macchine per cucire e ricamare, deli'lng. Alfredo Ga- 

LASSINI, pag. vii-230, con 100 incisioni 2 50 

Macchinista e fuochista, del Prof. G. Gautero, 8» edlz. 

con Appendice sulle Locomobili e le Locomotive' deiring. 

Prof. Loria, e col Regolamento sulle caldaie a vapore, 

pag. xx-194, con 84 incisioni 2 — 

Macchinista navale (Manuale del), di M. LiGNAROLO, 2^ ed. 

rifatta, pag. xxiv-602, con 344 incisioni - . . 7 50 

Macinazione — vedi industrie dei molini — Panificasione. 

Magnetismo ed elettricità. Principi e applicazioni esposti 
elementarmente, del Prof. F. Grassi. 8» ediz. completa- 
mente rifatta del manuale di PoLOxi e Grassi, di pa- 
gine xvi-508, con 280 figure 6 tavole fuori testo . . . j 50 

Magnetismo ed ipnotismo, Prof. G. Belfiore, p. yiii-378 . 3 50 
Maia'e (il). Razze, metodi di riproduzione, di allevamento, 
ingrassamento, commercio, salumeria, patologia suina e 
terapeutica, tecnica operatoria, tossicologia, dizionario sui- 
no-tecnico, del Prof. E. Marchi, 2» ediz., pag. xx-736, 
con 190 incisioni e una Carta C 50 

Maioliche e porcellane (L'amatore dì), di L. De Mauri, il- 
lustrato da splendide Ì7icisione in nero^ da 12 superbe 
tavole a colori e da 3000 marche. - Contiene: Tecnica della 
fabbricazione - Sguardo generale sulla storia delle Cerami- 
che dai primi tempi fino ai giorni nostri - Cenni storici ed 
artistici su tutte le fabbriche - Raccolte di 8000 marche cor- 
redate ognuna di notizie relative, e coordinate ai Cenni Sto- 
rici in modo che le ricerche riescano di esito immediato - 
Dizionario di termini Artistici aventi relazione coll'Arte Ce- 
ramica e di oggetti Ceramici speciali, coi prezzi correnti. 
Bibliografia ceramica, indici vari, pag. xii-650 12 50 

Mais (II) granoturco, o formentone, o granone, o melgone, 
melica, o melicotto, o carlone, o polenta, ecc. Norme 
per una buona coltivazione, di E. AziMOXTi, 2* edizione 
rifatta dal Manuale " Frumento e Mais , di K. CANTONI, 
di pag. xil-196 con GÌ incisioni nel testo 2 .'jO 

Malattie crittogamiche delle piante erbacee coltivate, dei 

Dott. R. WOLF, traduzione con note ed aggiunte del Dott. 

P. Baccarini, pag. x-268, con 50 incisioni 2 — 

Malattie ed alterazione dei vini, dei Prof. s. Cettoltxi, di 

pag. Xi-138, con 13 incisioni 2 - 

Malattie della vite — vedi Filossera - - Malattie crittogamiche. 
Mammiferi — vedi Zoologia. 
Mandarini — vedi Agrumi. 

Malattie del sangue. Mamia\e à'VimavcAo^^x^. ^^\ \^q\.\.'^.^^.- 

BUSCHISI, pag. V1I1-4S2 '^ '-^^ 

^an(/ato commerciale, d\ E. v\iì-\^^,^^^^-'^'^^ -^""^ 
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Mandolinista (Manuale del), di A. Pisani, pag. xx-UO, con 

18 figure, 8 tavole e 89 esempi 2 — 

Maoicomio — vedi Assistenza pazzi — Psichiatria. 

Manzoni Alessandro. Cenni biografici, di L. Beltrami, di 

pag. 109, con 9 autografi e 68 incisioni 1 50 - 

Marche di Fabbrica — vedi Amatore oggetti d'arte — Leggi sulle 

proprietà — Majoliche. 
Mare (il). V. Bellio, pa^. IV-140, con 6 tav. Ut. a colori. 1 50 

Marine (Le) da guerra del mondo al 1 897, di L. D'Adda, 

pag. xvi-820, con 77 illustrazioni 4 50 

Marino (Manuale del) militare e mercantile, del Contr'am- 

miraglio De Amezaga, con 18 xilografiie, 2» edizione, 

con appendice di Bucci di Santafioea 5 — 

Marmista (Manuale del), di A. Ricci, 2^ edizione, pag. xu- 

164, con 47 incisioni 2 — 

■armo — vedi Imitazioni. 

Massaggio, del Dott. R. Majnoni, p. xn-l79, con 51 ine. . 2 — 

Hastici — vedi Ricettario industriale — Vernici, ecc. 

MatematJClie superiori (Repertorio dì). Definizioni, formole, 
teoremi, cenni bibliografici, del Prof. E. Pascal. 

Voi. I. Analisi, pag. XVi-642 6 — 

Voi. II. Geometria, e indice gen. per i 2 voi. pag. 950 9 50 

Materia medica moderna Man. di), g.Malacrid A, p.xi-761 7 50 

■atertaii artificiali — v. Ricettario indust. — Imitaz. e succedanei. 
Meccanica, del Prof. R. Stawell BaIìL, traduzione del 
Prof. J. Benetti, 4» edizione, pag. xvi-214, con 89 ine. 1 50 

Meccanica (La) del macchinista di bordo, per gli Ufficiali 

macchinisti della R. Marina, i macchinisti delle Compa- 
gnie di navigazione, i Costruttori e i Periti meccanici, gli 
Allievi degli Istituti Tecnici e Nautici e delle Scuole Indu- 
striali e Professionali, di E. GlORLi, con 92 flg. (In lavoro). 

Meccanico (il), ad uso dei macchinisti, capi tecnici, elettri- 
cisti, disegnatori, assistenti, capi operai, conduttori di cal- 
daie a vapore, alunni di Scuole industriali, di E. GiORU, 
3» edizione ampliata, pag. vu-370, con 205 incisioni . .3 — 

Meccanismi (500), scelti fra i più importanti e recenti rife- 
rentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneumatica, 
macchine a vapore, molini, torchi, orologerie, ecc., di H. 
T. Brown, trad. d. Ing. F. Cerruti, 3» edizione italiana, 
pag. vl-176, con 500 incisioni 2 50 

Medaglie — vedi Leghe metalliche — Monete greche — Monete 
romane — Numismatica — - Vocaholarietto dei numismatici. 

Medicatura antiseWiodL, del Doti. a.7^àm^\£ì^,<ì.<^^^\^^\'%^- 

zìone del Prof. E. TPtlCONI, pag. XVi-l*l4.ì «ìcìyv. ^ Nss.'às., * V '^^ 
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Jiediclna operativa — tedi Chinirgia. 

Medico pratico, (il) di e. Muzio. 3» edizione del Naovo 
memoriale pei medici pratici, di pag. xVi-492 . . . . i — 

Memoria (L'arte della) — vedi Arte. 
" NIercedi — vedi Paga giornaliera. 

Merciologia, ad uso delle scnole e degli agenti di commer- 
cio, di 0. LuxARDO, pag. xii-452 4 — 

Meridiane — vedi Gnomonica. 

Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, fusione, 
assaggi, usi), di G. GORINI, 2» ed., p. n-196, con 9 ine. . 2 — 

Metaillzzazione — v. Galvanizz.— Galvanoplastica ~ Galvanostegia^ 

Metallocromia. Colorazione e decorazione chimica ed elet- 
trica dei metalli, bronzatura, ossidazione, preservazione e 
pulitura, deiring. I. Qhersi, pag. vin-192 2 ■— 

Metallurgia — vedi Coltivazione delle miniere — Fonditore — 
Leghe metalliche — Siderurgia — Tempera e cementazione. 

Meteorologia generale, del Dott. L. de Marchi, pag. vi- 

156, con 8 tavole colorate 1 50 

vedi anche — Climatologia — Igroscopi. 

Metrica dei greci e dei romani, di L. mùller, 2» edizione 

italiana confrontata colla 2* tedesca ed annotata dal Dott. 
Giuseppe Clerico, pag. xvi-186 1 50 

Metrica italiana — vedi Ritmica e metrica italiana. 

Metrologia Universale ed il Codice Metrico internazionale, 

coirindice alfabetico di tutti i pesi misure, monete, ecc., 

deiring. A. Tacchini, pag. xx-482 6 50 

Mezzeria (Manuale pratico della) e dei vari sistemi della co- 
lonia parziaria in Italia, d. Prof. A. Rabbeno, p. vni-196 1 50 

Micoiogla vedi Funghi mangerecci — Malattìe crittogamiche — Tar- 
tufi e fanghi. 

Microbiologia. Perchè e come dobbiamo difenderci dai mi- 
crobi. Malattie infettive, Disinfezioni, Profilassi, del Dott. 
L. PizziNi, pag. viii-142 2 — 

Microscopia — vedi Anatomia microscopica — Animali parassiti — 
Bacologia - Batteriologia — Prostitologia — Tecnica prosti- 
tologica. 

Microscopio (li), Guida elementare alle osservazioni di Mi- 
croscopia, del Prof. Camillo Acqua, p. xii-226, 81 ine. 1 50 

Mineralogia generale, del Prof. L. Bombicci, 2<' ediz. ri- 
veduta, di pag. xvi-190, con 183 ine. e 3 tavole . . . 1 50 

Mineralogia descrittiva, del Prof. L. bombicci, 2» edi- 
zione, di pag. iv-300, con 119 incisioni 3 — 

Miniere (Coltivazione de\\e\ d\ S. ^^^tq\ao, 1^ ^AkL. rl- 
fatta del Man. " Arte Min. „ ^ 'Lopy^iti, ^. n\yl-^%v .'>- "^^ 
Misurazione delle botti — tedi ^Tio\o^\a. 
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MUure — vedi Codice del Perito Misuratore — Metrologia — Mo- 
nete — Utramenti metrici. 
Mitilicoltura — vedi Ostricoltnra — Piscicoltura. 

Mitologia (Dizionario di), di F. Ramorino. (In lavoroj. 

Mitologia comparata, del Prof. A. De Guberxatis, 2» 

edizione, di pag. vin-150. (Esaurito). 

Mitologia greca, di A. Pouesti: 

Volume I. Divinità, di pag. Viri-2tì4 1 50 

Volume IL Eroi, di pag. 188 1 50 

Mitologie orientali, di D. Bassi: 

Voi. L Mitologia babilonese-assira, pag. xvi-219 . . 1 50 
Voi. IL Mitologia egiziana e fenicia. (In lavoro). 

■nerooteonla — vedi Arte della memoria. 

Mobili artistici — vedi Amatore d'oggetti d'arte. 

Moda — vedi Abiti — Biancheria — Fiori artificiali — Trine. 

Modellatore meccanico, falegname ed ebanista, dei Prof. 

G. Mina, pag. xvii-428, con 293 incisioni e 1 tavola . 5 50 

Molini (L'Industria dei) e la macinazione del frumento, 

di C. SiBER-MiLLOT, di pag. xx-259, con 103 incisioni 

nel testo e 8 tavole 5 — 

Momenti resistenti e pesi di travi metalliche composte. 

Prontuario ad uso degli Ingegneri, Architetti e costruttori, 
con 10 figure ed una tabella per la chiodatura, dell'Ing. 
E. SCHENCK, di pag. XI-188 3 50 

Monete greche, di s. Ambrosoli, di pag. xiv-286, con 200 

fotoincisioni e 2 carte geografiche 3 — 

Monete (Prontuario delle), pesi e misure inglesi, raggua- 
gliate a quelle del sistema decimale, dell'Ing. Ghersi, di 
pag. xn-196, con 47 tabelle di conti fatti e 40 facsimili 
delle monete in corso 3 50 

Monete romane. Manuale elementare compii, da F. Gnec- 
CHI, 2» edizione, riveduta corretta ed ampliata, di pag. 
XXVn-370, con 25 tavole e 90 figure nel testo . . . . 3 — 

Monogrammi, del Prof. a. Severi, 73 tavole divise in tre 
serie, le prime due di 462 in due cifre e la terza in 116 
in tre cifre 3 50 

Montatore JI) di macchine. Opera arricchita da oltre 250 
esempi pratici e problemi risolti, di S. Dinaro, di pa- 
gine Xli-^68 4 — 

Morfologia generale — vedi Embriologia. 

Morfologìa greca, del Prof. V. Bettei, ^«jg. ^-^-v^^ . . "^ — 
Morfologia italiana, del Prof. E. ooRviix, ^«t^. ^'v\v^ . .^"^^ 
Morte (La) vera e /a morte apparente, coxi a.^^<i\À\^^ ^ ^^ 
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legislazione mortuaria „ di F. DELL'ACQUA, p. vni-136 . 2 — 

Mosti (Densità dei), dei Vini e degli spiriti ed i problemi 

olle ne dipendono, ad aso degli enochimicl, degli eno- 
tecnici e dei distillatori, di E. Cillis, di pag. xvi-230, 
con 11 figure e 46 tavole 2 - 

Musei — vedi Amatore oggetti d'arte e curiositJi — Amatore ma- 
ioliche e porcellane — Armi antiche — Pittura — Scoltura. 

Musei industriali — vedi Industrie Piccole. 

Hutuo soccorso — vedi Società mutuo soccorso. 

Napoleone I*, di L. Cappelletti, 23 fotoinc, p. xx-272 . 2 50 
Naturalista preparatore (il), del Dott. B. Gestro, s* edi- 
zione riveduta ed aumentata del Manuale deWImbalsa- 
matore, di pag. xvi-168, con 42 indsioni 2 — 

Naturalista viaggiatore, del Prof. a. Issel e R. Gestro 

(Zoologia), di pag. vm-144, con 38 incisioni 2 — 

Nautica stimata o Navigazione piana dì F. Ta.mi. (In lav.). 

Neurotteri — vedi Imenotteri. 

Nichelatura — vedi Galvanostegia. 

Notalo (Mannaie del), aggiunte le Tasse di registro, di bollo 
ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pubblico, di A. 
Garetti, 4» ediz. riveduta e ampliata, pag. vni-380 . . 8 50 

Numeri — vedi Teorìa dei numeri. 

Numismatica, dei Dott. S. Ambrosoli, 2» edizione accre- 
sciuta, di pag. xv-250, con 120 fotoincisioni e 4 tavole . 1 50 

Nuotatore (Manuale del), del Prof. P. Abbo, di pag. xn- 
148, con 97 incisioni 2 50 

Nutrizione del bambino. Allattam. naturale ed artificiale, 
del Dott. L. Colombo, pag. xx-228, con 12 incisioni. . 2 50 

Occultismo — vedi Magnet. e ipnotismo — Spiritismo — Telepatia. 

Oculistica — vedi Igiene della vista — Ottica. 

Odontologia — tedi Igiene della bocca. 

Olii vegetali, animali e minerali, loro applicazioni di g. 

GORINI, 2» edizione completamente rifatta dal Dott. G. 
Fabris, di pag. vin-214, con 7 incisioni 2 — 

Olivo ed olio. Coltivazione dell'olivo, estrazione, purifica- 
zione e conservazione dell'olio, del Prof. A. Aloi, 4* edi- 
zione, di pag. xvi-361, con 45 incisioni 3 — 

Omero, di W. Gladstoxe, traduzione di R. Palumbo e 
C. FiORlLLi, di pag. xii-196 1 5( 

Operaio (Manuale dell'). Raccolta di cognizioni utili ed in- 
diapeasabili agli operai tOTnilon, taAi\it\, ^^\^«t^v, tondi- 
tóri di metalli, bronzisti, agg\\islaA,0T\ ^ mfò<s,^^\iwà ^\ ^. 

Belluomisi, 5* ediz. aumenla^a, à\ ^a?,. iLNV^<fsr> . > 
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Operazioni doganali — vedi Codice doganale — Trasporti e tariffe. 
Oratoria — vedi Arte del dire — Rettorica — Stilistica. 

Ordinamento degli Stati liberi d'Europa, del Dott. f. Ra- 

CIOPPI, di pap. Vill-310 3 — 

Ordinamento degli Stati lilieri fuori d'Europa, del Dott. 

F. Racioppi, di pag. VIII'376 . . 3 — 

Ordinamento giudiziario — vedi Leggi suU'. 

Oreficieria — vedi Gioielleria — Leghe metalliche — Metalli pre- 
ziosi — Saggiatore, 

Organoterapia, di E. Rebuschini, pag. vni-432 . . . . 3 50 

Oriente antico — vedi Storia antica. 

Ornatista (Manuale dell'), dell'Àrch. A. Melani. Raccolta 
di iniziali miniate e incise, d'inquadrature di pagina, di 
fregi e finalinì, esistenti in opere antiche di biblioteche, 
musei e collezioni private. XXIV tavole in colori per mi- 
niatori, calligrafi, pittori di insegne, ricamatori, incisori, 
disegnatori di caratteri, ecc., I* serie, in-8 4 50 

Orologeria moderna, deiring. garuffa, di pag. viii-302, 

con 276 incisioni 5 — 

— vedi anche Gnomonica. | 

Oroiogi artistici — vedi Amatore di oggetti d'arte. 

Orologi solari — vedi Gnomonica. 

Orticoltura del Prof. D. Tamaro, 2» edizione rifatta, di 
pagine xvi-576, con 110 incisioni . . . * 4 50 

Ortocromatlsmo — vedi Fotografia. 

Ortofrenia (Manuale di), per l'educazione dei fanciulli fre- 
nastenici deficienti (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.), del 
Prof. P. Parise, di pag. xii-281 2 — 

Ortotteri — vedi Imenotteri ecc. 

Ossidazione — vedi Metallocromia. 

Ostricoltura e mitilicoltura, del Dott. D. Carazzi, con 

13 fototipie, di pag. viii-202 2 50 

Ottica, di E. Gelcich, pag. xvi-576, con 216 incis. e 1 tav. .6 — 
ottone — vedi Leghe metalliche. 

Paga giornaliera (Prontuario deiia\ da cinquanta cente- 
simi a lire cinque, di e. Negrin, di pag. 222. . . . 2 50 
Paleoetnologia, del Prof. J. Regazzoni, di pag. xi-252, 

con 10 incisioni 1 50 

Paleografia, di E. M. Thompson, traduzione dall'inglese, 
con aggiunte e note del Prof. G. Fumagalli, 2* edizione 
rifatta, di pag. xn-178, con 30 ine. e 6 tav 2 — 

Paieoatologia (Compendio à\^, àfe\ Yx^^. ^ . Nt&k^^&k \yÈ. 
Regny, di pag. xyi-512, con ^^^ ^^^<i \!S3^fò\^^'*.\a ^ . ^ '^ 
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Panificazione razionale, di Pompilio, pag. iv-i26 . . . 2 — 

Parafulmini — vedi Elettricità — Fulmini. 

Patate di gran reddito (Coltivazione delle) e lóro pratica 

utilità. Fabbricazione della fecola. Fecole deiramido di 
mais, di grano e di riso, di N. Aducci. (In lavoro). 

Pazzia — vedi Psichiatra — Grafologia. 

Pediatria — vedi Natrizione del bambino — Ortopedia — Terapia 
malattie infanzia. 

Pellagra (La), storia, eziologia, patogenesi, profilassi, di 6. 

Antonini, di pag. vm-166 con 2 tav 2 — 

Pelle — vedi Igiene della. 
Pelli — vedi Concia delle pelli. 
Pensioni — vedi Società di mntao soccorso. 
Pepe ~ Prodotti agricoli. 

Perito — vedi Codice nel perito misuratore — Ingegneria legale. 
Pesci — vedi Ittiologia — Ostricoltura — Piscicoltura. 
Pesi e misure — vedi Metrologia — Misure e pesi inglesi — Mo- 
nete — Strumenti metrici — Tecnologia monetaria. 

Peso del metalli ferri quadrati, rettangolari, cilindrici, 
a squadra, a U, a Y, a Z, a T e a doppio T, e delle 
lamiere e tubi di tutti i metalli, dì G. Belluomini, 

di pag. xxiV-248 3 50 

Pianeti — vedi Astron. — Cosmogr. — Gravit. — Spettroscopio. 
Pianista (Manuale del), di L. Mastrigli, pag. xvi-112 . 2 — 
Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e nei cortili. 

Coltura e descrizione delle principali specie di varietà, di 

A. Pucci, 2» edizione, pag. vin-214, con 117 incisioni . 2 50 
Piante industriali, coltivazione, raccolta, preparazione, di 

G. GORINI, nuova edizione, di pag. II-144 2 — 

Piante tessili (Coltivazione ed industrie delle), propriamente 
dette e di quelle che danno materia per legacci, lavori 
d'intreccio, sparteria, spazzole, scope, carta, ecc., coU'ag- 
giunta di un dizionario delle piante ed industrie tessili, 
di oltre 3000 voci, del Prof. M. A. Savorgxan D'Osoppo, 
di pag. xii,-476. con 72 incisioni b — 

Piccole industrie — vedi Industrie. 
Pietre artificiali — vedi Imitazioni. 

Pietre preziose, classificazione, valore, arte del giojelliere, 
di G. GORiNi, 2* edizione, di pag. 138, con 12 incisioni. 2 — 

Pirotecnia moderna, di F. Dì Maio, 111 ine, p. viii-i50. 2 50 

Piscicoltura (d'acqua dolce), del Doti. E. Bettoni, di pa- 
gine VHl-318, con 85 incisioni 3 — 

Pittura ad olio, acquarello e miniatura (Manuale per di- 
lettante di), paesaggio, figura e &ot\, di G. Ronchetti, 
pag. xri-2S0, 29 incis. e 24 Ta\. \tl t\\vc.o\.. «^ ^\w!Mì\x\.. . "^ vf^ 

P/tfura italiana antica e moùern^i, eiew^^'i^ k.^^A.>cs.\. 
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2» edizione completamente rifatta, di pag. xxx-430 con 

33 incisioni intercalate e 137 tavole. 7 50 

Plattioa — vedi Imitazioni. 

Pollicoltura, del March. G. Trevisani, 4» edizione, di pa- 
gine xvi-216, con 82 incisioni 2 5* 

Polveri piriche — vedi Esplodenti — Pirotecnia. 

Pomologìa, descrizione delle migliori varietà di Albicocchi, 
Ciliegi, Meli, Peri, Peschi, del Dott. G. MOLON, con 86 
incisioni e 12 tavole colorate, di pag. xxxii-717 . , . 8 50 

Pomologia artificiale, secondo il sistema Garnier-Valletti, 
del Prof. M. Del Lupo, pag. vi-132, e 84 incisioni . . 2 — 

Poponi — tedi Frutta minori. 

Porceliane — vedi Maioliche — Ricettario domestico- 
Porco (Allevamento del) - vedi Maiale. 

Porti di mare, (I) dell' Ing. B.a.stiani Florio, (in lavoro). 

Posologia — vedi Impiego ipodermico. 

Posta. Manuale Postale di A. Palombi. Notizie storiche 
sulle Poste d'Italia, organizzazione, legislazione, posta 
militare, unione postale universale, con una appendice 
contenente le norme relative ad alcuni servizi 'accessori 
della posta, di pag. xxx-809 3 — 

Prato fll), del Prof. G. Cantoni, di pag. 14C, con 13 ine. 2 — 

Prealpl bergamasclie (Guida-itinerario alle), compresa la 
Valsassina ed i Passi alla Valtellina ed alla Valcamonica, 
colla prefazione di A. Stoppani, e cenni geologici di A. 
Taramelli, 8*^ edizione rifatta per cura della Sezione 
di Bergamo del C. A. L, con 15 tavole, due carte topo- 
grafiche, ed una carta e profilo geologico. Un volume di 
pag. 290 e un voi. colle carte topografiche in busta . . 6 50 

Pregiudizi — vedi Errori e pregiudizi. 

Previdenza — vedi Assicnraz. — Cooperaz. — Società di M. 8. 

Privative industriali — vedi Leggi sulle — Ingegneria legale. 

Problemi di Geometria elementare, deii'lng. i. Ghersi, 

(Metodi facili per risolverli), con circa 200 problemi ri- 
solti, e 119 incisioni, di pag. xn-160 , 1 50 

Procedura civile e procedura penale — vedi Codice. 

Procedura privilegiata fiscale per la riscossione delle imposte di- 
rette — vedi Esattore. 

Processi fotomeccanici (I moderni). Fotocollografia, fototi- 
pografia, fotocalcografia, fotomodellatura, tricromia, del 
Prof. R. Namias, p. vin-316, 53 fig., 41 illustr. e 9 tav. 8 50 

Prodotti agricoli del Tropico (Manuale pratico del pian- 
tatore;, del Cav. A. GASLrai. i]L\ a«.tlé,\«. ^iwasa. ^^ i:^^- 



48 KLICNCO DKl MANUALI HOEPLI 

L. e 
chero, il pepe, il tabacco, il cacao, il tè, il dattero, il co- 
tone, il cocco, la coca, il banano, l'aloè, l'indaco, il ta> 
marindo, l'ananas, l'albero del chinino, la jata, il baobab, 
il papaia, l'albero del caoutchoac, la guttaperca, l'arancio, 
le perle). Di pag. xvi-270 2 — 

Produzione e commercio del vino in Italia, di s. Mon- 
dici, di pag. Vll-303 2 50 

Profumiere (Manuale del), di A. Bossi, con 700 ricette pra- 
tiche, di pag. iv-476 e 58 incisioni 5 — 

— vedi anche Ricettario dome8t — Ricettario indnstr. — Saponi. 

Proiezioni (Le). Materiali, Accessori, Vedute a movimento, 
Positive sul vetro, Proiezioni speciali policrome, stereo- 
scopiche, panoramiche, didattiche, ecc., del Dott. L. Sassi 
di pag. xvi-447, con 141 incisioni 5 — 

Proiezioni ortogonali — vedi Disegno. 

Prontuario di geografia e statistica, del Prof. 6. Ga- 

ROLLO, pag. 62 1 — 

Prontuario per le paghe — vedi Paghe — Conti fatti. 
Proprietà letteraria, artistica e Industriale — vedi LeggL 
Proprietario di- case e di opifici. Imposta sui fabbricati, 

dell'Avv. G. Giordani, di pag. xx-264 1 50 

Prosodia — vedi Metrica dei greci e dei romani - Ritmica. 
Prospettiva (Manuale di), dell'Ing. L. Claudi, di pagine 

64, con 28 tavole, 2 — 

Protezione degli animali (La), di Nigro Licò, p. yui-200 2 — 
Protistologia, di L. Maggi, 2» ed., p. xvi-278, 93 incis. . . 8 — 

Prototipi (l) intemazionali del metro e del kilogramma ed il co- 
dice metrico intemazionale — vedi Metrologia. 

Proverbi in 4 lingue — vedi Dottrina popolare. 

Proverbi (516) sul cavallo, raccolti od annotati dal Colon- 
nello Volpini, di pag. xix-172 2 50 

Psichiatra. Confini, cause e fenomeni della pazzia. Con- 
cetto, classificazione, forme cliniche o diagnosi delle ma- 
terie mentali. Il manicomio, di J. FiNZi, pag. vin-225 . 2 50 

Psicologia, del Prof. C. Cantoni, pag. viu-168, 2» ediz. . 1 50 

Psicologia fisiologica, del Dott. G. Mantovani, pag. viu- 

165, con 16 incisioni 1 50 

Pugilato e lotta per la difesa personale. Box inglese e 
francese, di A. Cougnet, pag. XXIV-198, 104 incis. . 2 50 

Radiografia — tedi Raggi Rontgen. 

Ragioneria, del Prof. V. Gitti, 3» edizione riveduta, di 
pag. nn-l 87, con 2 ta\o\e v^^^ 
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Ragioneria delle cooperative di consumo (Manuale dì), 
del Ra^. G. Rota, di pag. xv-408 8 — 

Ragioneria industriale, del Prof. Rag. Oreste Bergama- 
schi, di pag. vii-280 e molti moduli 3 — 

Ragioniere (Prontuario del). (Manuale di calcolazioni mer- 
cantili e bancarie), di E. Gagliardi, pag. xii-603 . . 6 50 

Ramatura — vedi Galvanostegia. 

Rebus — vedi Eoimmistica. 

Reclami ferroviarii — vedi Trasporti e tariffe. 

Registro e Bollo — vedi Leggi sulle tasse di. 

Regolo calcolatore e sue applicazioni nelle operazioni 

topograficlie, deiring. G. pozzi, di pag. xv-238, con 182 
incisioni e l tavola , .... 2 60 

Religioni e lingue dell'India ingfese, di R. Cust, tradotto 

dal Prof. A. De GubernatIS, di pag. IV-124 . . . . 1 50 

Resistenza dei materiali e stabilità delle costruzioni, di 

P. Gallizia, pag. x-336, con 236 ine. e 2 tavole. . . 5 50 
Responsabilità — vedi Ingegneria legale. 
Rettili — vedi Zoologia. 

Rettorica, ad uso delie Scuole, di F. Capello, p. vi-122. 1 60 
Ribes — vedi Frutta minori. 
Ricami — vedi Biancheria — Macchine da cucire — Monogrammi 

— Piccole industrie — Ricettario domestico -— Trine. 

Ricchezza mobile, deii'Aw. E. Bruni, pag. vin-218 . . i 50 
Ricettario domestico, dell'Ing. I. Ghersi. Adornamento 
della casa. Arti del disegno. Giardinaggio. Conservazione di 
animali, frutti, ortaggi, piante. Animali domestici e nocivi. 
Bevande. Sostanze alimentari. Combustibili e illuminazione. 
Detersione e lavatura. Smacchiatura. Vestiario. Profumeria 
e toeletta. Igiene e medicina. Mastici e plastica. Colle e 
gomme. Vernici ed encaustici. Metalli. Vetrerie, di pag. 550 
con 2340 consigli pratici e ricette accuratamente scelte. . 5 50 
Ricettario industriale, deiring. I. Ghersi. Procedimenti 
utili nelle arti, industrie e mestieri, caratteri; saggio e con- 
servazione delle sostanze naturali ed artificiali d'uso comu- 
ne; colori, vernici, mastici, colle, inchiostri, gomma ela- 
stica, materie tessili, carta, legno, fiammiferi, fuochi d'arti- 
ficio, vetro; metalli, bronzatura, nichelatura, argentatura, 
doratura, galvanoplastica, incisione, tempera, leghe ; filtra- 
zione; materiali impermeabili, incombustibili, artificiali; ca- 
scami, olii, saponi, profumeria, tintoria, smacchiatura, im- 
biancbimento; agricoltura, eleUiVcMV, 'i^ ^^mt^iiskfe t^^^ìa.^ 
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aumentata, di pag. vii-704, con 27 ine. e 2886 ricette . . 6 5i 
Ricettario fotografico. Terza edizione riveduta e notevol- 
mente ampliata di nuove formole e procedimenti, del Dott. 

L. Sassi, di pag. xxiv-229 2 - 

Rilievi — vedi Cartografia — Compens. errori — Telemetria. 

Risorgimento italiano (Storia del) 1814-1870, con rag- 

giunta di un sommario degli eventi posteriori, del Prof. 

P. Bertolini, 2» ediz,, di pag. viii-208 1 5( 

Ristauratore dei dipinti, del Conte G. Secco-Suardo, 2 

volumi, di pag. xvi-269, xii-362, con 47 incisioni. . . 6 - 

Ritmica e metrica razionale italiana, del Prof. Rocco 
Murari, di pag. xvi-216. . . • 1 5( 

Rivoluzione francese (La) (1T89-it99), del Prof. Dott. Gian 
Paolo Solerio, di pag. iv-176 l 5( 

Roma antica — redi Mitologìa — Monete — Topografia. 

Rontgen (l raggi di) e le loro pratiche applicazioni, di 
Italo Tonta, pag. viii-l60, con 65 incis e 14 tavole . 2 a( 

Rhum — vedi Liquorista. 

Saggiatore (Manuale dei), di F. Buttari, di pag. yiii-245, 
con 28 incisioni 2 j( 

Sale (II) e le Saline, di A. De Gasparis. (Processi indu- 
striali, usi del sale, prodotti chimici, industria manifat- 
turiera, industria agraria, il sale nell'economia pubblica 
e nella legislazione), di pag. viii-358, con 24 incisioni . 3 5( 

Salumiere — vedi Majale. 
Sanatori I — vedi Tisici e sanatori i. 

Sanità e sicurezza pubblica. — Vedi Leggi sulla. 

Sanscrito (Avviamento allo studio del), del Prof. F. G. Fumi, 
2» edizione rifatta, di pag. xii-254 3 — 

Saponi (L'industria saponiera), con alcuni cenni sull'indu- 
stria della soda e della potassa. Materia prima e fabbri- 
cazione in generale. Guida pratica dell'Ing. E. Marazza, 
di pag. vii-410, con 111 figure e molte tabelle ... . 6 - 

Sarta da donna — vedi Abiti — Biancheria. 

Scacchi (Manuale del giuochi degli), di A. Skcìhieri, 2* 
ediz. ampliato da E, Orsini, con una appendice alla se- 
zione delle partite giuocate e una nuova raccolta di 52 
problemi di autori ital., di pag. vi-810, con 191 incis. . 8 — 

Scaldamento e ventilazione degli ambienti abitati, di k. 

Ferrini, 2» ediz., di pag. vni-300, con 98 incisioni. . . 3 — 
Scenogr&Hs. (La). Cenni stoTìci ^«lW^no vi\«>s<à\R,^ ^\ \vsi'3»\x\ 
giorni, di Q. FERRARI, di pag. ilxin-^^", ^qt\. X'^ì N^^sV 
aioni nel testo, 160 tavole e 5 U"\ctoTw\ft '•^- 
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Scherma italiana di j. ììeiaa,.2'' edìz., di pagine vi-25i, 

con 108 figure 2 50 

Sciarade — vedi EnLmmistica. 

Scienza delle finanze, di T. caiinevali, pag. iv-i40 . . i 50 

Scritture d'affari (Precetti ed esempi di), per uso delle 
Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Prof. D. Maf- 
FIOLI, 2* ediz., di pag. VliI-203 1 50 

Sconti — vedi Interesse e sconto. 

Scoperte geografiche — vedi Cronologia. 

Scultura italiana antica e moderna (Manuale di), dell'Arch. 
A. Melani. 2* edizione rifatta con 24 incisioni nel testo 
e 100 tavole, di pag. xvii-248 5 — 

Scuole industriali -*- cedi Industrie (Piccole). 

Segretario comunale — vedi Esattore. 

Selvicoltura, di a. Santilli, di pag. vill-220, e 46 ine. . 2 — 

Semeiotica. Breve compendio dei metodi fisici di esame 
degli infermi, di U. Gabbi, di pag. xvi-216, con 11 ine. 2 50 

Sericoltura — vedi Bachi da seta — Filatura — Gelsicultura — 
Industria della seta — Tintura della seta. 

Servitù — vedi Ingegneria legale. 

Shakespeare, di Dowden, trad. di A. Balzani, p. xrr-242 1 50 

Seta (Industria della), del Prof. L. Gabba, 2* ed., p. iv-208 2 — 

Seta artificiale — vedi Imitazioni. 

Sicurezza pubblica — vedi Legg:i di sanità. 

Siderurgia (Manuale di), deiring. V. Zoppetti, pubblicato 
e completato per cura dell'lng. E. Garuffa, di pag. iv- 
368, con 220 incisioni 5 50 

Sieroterapia, del Dott. e. Kebuschini, di pag. viii-424 . 3 — 

Sigle epigraficlie — vedi Dizionario di abbreviature. 
Sismologia, del Capitano L. Gatta, di pag. vii [-175, con 

16 incisioni e 1 carta 1 50 

Smacchiature — v9di Ricettario domestico. 

Smalti — vedi Amatore d'oggetti d'arte — Fotosmaltografia — 

Ricettario industr. 

Soccorsi d'urgenza, del Dott. e. Galliano, ì'- edizione 
riveduta ed ampliata, di pag. XLVl-852, con 6 tav. litogr. 3 — 

Socialismo, di G. Biraghi, di pag. xv-285 3 — 

Società di mutuo soccorso. Norme per l'assicurazione delle 

pensioni e dei susssidi per malattia e per morte, del Dott. 

G. Garden GUI, di pag. vi-l52 1 50 

Società industriali italiane per azioni, del Dqu. f. Plc- 

ciXELU, di pag. xxxvi-584 """^ ''^'^ 
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Sociologia generale (Elementi di), del Dott. Emilio Mor- 
selli, di pag. XlI-172 1 50 

Sordomuto (II) e la sua istruzione. Manuale per gli al- 
lie\i e le allieve delle R. Scuole normali, maestri e ge- 
nitori, del Prof. F. Pornari, di pag. viii-282, eoe U ine. 2 — 

— vedi anche Ortofrenia. 

Sostanze alimentari. — vedi Conservazione delle. 

Specchi (La fabbricazione degli) e la decorazione del vetro 

e cristallo, dei Professor R. Namias, di pagine xn-156, 

con 14 incisioni 2 — 

Spettrofotometria (Manuale di), di E. Gallerani. (In 
lavoro). 

Spettroscopio (Lo) e le sue applicazioni, di R. A. Pro- 

CTOR, traduzione con note ed aggiunte di F. PORRO, di 
pag. vi-17i>, con 71 incis. e una carta di spettri . . . 1 50 
Spiritismo, di A. Pappalardo, Seconda edizione, con 9 
tavole, di pag. XVl-216 2 — 

— vedi anche Magnetismo — Telepatia. 

Spirito di vino — vedi Alcool — Cognac — Distillaz. — Liquorista. 

stagno (Vasellame dì) — vedi Amatore di oggetti d'arte e di cu- 
riosità — Leghe metalliche. 

statica — vedi Metrologìa — Strumenti metrici. 

Statistica, del Prof. F. VfRGiLii, 2» ed., pag. viil-176 . . 1 50 

Stearinerla (L'industria stearica). Mannaie pratico delVIng. 
E. Marazza, di pagine xi-284, con 70 incisioni e molte 
tabelle 5 — 

Steile — vedi Astronomia -- Cosmografia — Gravitazione — 
Spettroscopio. 

Stemmi — vedi Araldica — Numismatica — Vocabol. araldico. 

Stenografia, di G. Giorgetti, (secondo il sistema Gabel- 
sberger-Noe), 2* ediz., di pag. JV-241 8 — 

Stenografia (Guida per lo studio della) sistema Gabelsber- 
ger-Noe, compilata in 35 lezioni da A. XICOLETTI, 8* ed. 
riveduta, di pag. viri-160 1 50 

Stenografìa. Esercizi graduali di lettura e di scrittura ste- 
nografica (sistema Gabelsberger-Noe), con 3 novelle del 
Prof. A. NrcGLETTl, 2» ediz., di pag. vi 11-160 . . . . 1 50 

— vedi anche Dizionario stenografico. 

Stenografo pratico (Lo) di L. Cristofoli, di pag. xii-i3l i :»• 
Stereometria applicata allo sviluppo dei solidi e alla loro 
costruzione in carta, dol Prow k. Rvv¥:.li.i, di ^^ag. 90, 

con 92 j'noi.sioni e 41 tavole^ ^ *^- - 
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Stilistica, del Prof. F. Capello, di pag. xn-164. . . . 1 50 
stimatore d'arte — vedi Amatore di oggetti d'arte e di curiosità, 

— Amatore di maioliche e porcellane — Armi antiche. 
Storia antica. Voi. I. L'Oriente Antico, del Prof. 1. GEN- 
TILE, di pag. Xll-232 1 50 

Voi. IL La Grecia, di G. TONIAZZO, pag. IV-216 . . 1 50 
Storia dell'Arte, del Dott. G. Carottl (In lavoro). 
Storia dell'arte militare antica e moderna, dei Gap. v. 

Rossetto, con 17 tav. illustr., di pag. vni-504. . . . 5 50 
— vedi anche Armi antiche. 

Storia e cronologia medioevale e moderna, in ce tavole 

sinottiche, del Prof. V. Casagrandi, 3» edizione, con 
nuove correzioni ed aggiunte, di pag. viii-254 . . . . 1 50 

Storia della ginnastica. — Vedi Ginnastica. 

storia d'Italia (Breve), di P. Orsi, 2» ed. rived., p. xri-276 . 1 50 

storia di Francia, dai tempi più remoti ai giorni nostri, 
di G. Bragagnolo, di pag. xvi-424, con tabelle crono- 
logiche e genealogiche 3 -»- 

Storia ital. (Man. di), di C. Cantù, pag. iv-I60 (esaurita). 

Storia d'Inghilterra dai tempi più remoti al giorni nostri, 
del Prof. G. Bragagnolo, di pag. xvi-367 3 — 

Storia della musica, del Dott. Untersteiner, 2» edizione 

ampliata, di pag. xii-330 3 — . 

Strumentazione, per E. Prout versione italiana con note 
di V. Ricci, 2» ediz. rived., di p. xvi-214, 95 incis. . . . 2 50 

Strumenti ad arco (Gli) e la musica da camera, dei Duca 

di Caffarelli, di pag. x-235 2 50 

Strumenti metrici (Principi di statica e loro applicazione 
alla teoria e costruzione degli), dell'Ing. E. Bagnoli, di 
pag. Vlli-252, con 192 incisioni 3 50 

stufe — vedi Scaldamento. 

Suono — vedi Luce e suono. 

Succedanei — vedi Ricettario industriale — Imitazioni. 

Sughero — vedi Imitazioni e succedanei. 

Surrogati — vedi Ricettario industriale — Imitazioni. 

Sussidi — vedi Società di mutuo soccorso. 

Tabacco, del Prof. G. Cantoni, di pag. iv-176, con 6 ine. 2 — 

Tabacchiere artistiche — vedi Amatore di oggetti d'arte. 

Tacheometria — vedi Celerimensura — Telemetria — Topografia 

— Triangolazioni. 

Tamarindo — vedi Prodotti agricoli. 

Tappezzerìe — vedi Amatore di oggeU\ QÌMX'è ^ ^\ ^^s3^ss»Khì>w, 

Tariffe ferroviarie — vedi Codice Aog. — 'TT«i?.^atM\ ^ \».tv^^. 
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Tartufi li) ed i funghi, loro natura, storia., coltura, conser- 
vazione e eucinatura, di Folco Brl'XI, di pag. viii-184 2 — 

Tasse di registro, bollo, eco. — vedi Codice di bollo — Esattore 
— Imposte — Leggi Tasse Reg-. e Bollo — Notaio — Riccli. mob: 

Tassidermista — vedi Imbalsamatare -^ Naturalista viaggiatore. 

Tè — vedi Prodotti agricoli. 

Teatro — vedi Lettei*atura drammatica — Codice del teatro. 

Tecnica microscopica — tedi Anatomia microscopica. 

Tavole d'alligazione per l'oro e per l'argento con nume- 
rosi es. pratici per il loro uso, F. Buttari, p. xu-220. 2 50 
Tavole logaritmiche — vedi Logaritmi. 

Tavole schematiche della Divina Commedia di Dante Ali- 
ghieri, di L. Polacco, seguite da se'i tavole topogr. in 
cromolit. disegn. dal Maestro G. Agnelli, pag. x-152 . 3 — 

Tecnica protistologica, dei Prof. L. Maggi, pag. xvi-3i8 3 — 

Tecnologia — vedi Dizionario tecnico. 

Tecnologia meccanica — vedi Modellatore meccanico. 

Tecnologia e terminologia monetaria, di G. sacchetti, 

di pag. xvi-191 2 — 

Telefono, di D. V. Piccoli, di p. iv-I20, con 38 incis., L. 2. 

(Esaurito, è in lav. la 2* ediz. complet. rifatta da G. Mottaj. 
Telegrafia, dei Prof. R. Ferrini, 2» edizione corretta ed 

accresciuta, di pag. viii-315, con 104 incisioni . . . .2 — 

Telegrafia senza fili. (In lavoro). 

Telemetria, misura delle distanze in guerra, del Gap. o. 

Bertelli, di pag. xiii-145, con 12 zincotlpie . . . . 2 — 
Telepatia (Trasmissione del pensiero), di A. Pappalardo, 

di pag. xvi-329 2 50 

— vedi anche Magnetismo — Ipnotismo — Spiritismo. 

Tempera e cementazione, dell'ingegner Fadda, di pagine 

Viir-108, con 20 incisioni 2 — 

Teoria dei numeri (Primi elementi della), per il Prof. U. 

SCARPIS, di pag. Vlll-152 1 50 

Teoria delle ombre, con un cenno sul Chiaroscuro e sul 

colore dei corpi, del Prof. E. BONCI, di pag. Vili-164, con 

36 tavole e 62 figure , . . . 2 — 

Terapia delle malattie dell'infanzia, del Dott. g. Catta- 
neo, di pag. xil-506 4 — 

Termodinamica, Prof. G. Cattaneo, pag. x-196, 4 fig. .1 50 

Terremoti — vedi Sismologia — Vulcanismo. « 

Terreni — vedi Chimica agraria — Coiic\m\ — tt.w.'oajis. 
Tessitore (Manuale del), del Pyo^. P. ^y&cs^'x.tv, ^^ ^^vl. 
riveduta, ili pag. xvi-312, con. WVxxaltaiÀom "^ ""-^^ 
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Tessuti di lana e di cotone (Analisi e fabbricazione dei), 
di 0. Giudici. (In lavoro). 

Testamenti (Manuali dei), per cura del Dott. G. Sbrina, 
di pag. VI-238 2 5# 

Tigre-italiano (Mannaie), con due dizionarietti italiano-tigre 
e tigre-italiano ed una cartina dimostrativa degli idiomi 
parlati in Eritrea, del Gap. M. Camperio, di pag. 180 . 2 50 

Tintore (Manuale del), di B. Lepetit, 3» edizione, di pa- 
gine x-279, con 14 incisioni 4 — 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pascal, 

di pag. XVI-482 5 — 

Tipografia (Voi. I). Guida per chi stampa e fa stampare. - 

Compositori, Correttori, Revisori, Autori ed Editori, di S. 

Landi, di pag. 280 2 50 

Tipografia (Voi. il). Lezioni di composizione ad uso degli 

allievi e di quanti fanno stampare, di S. Laxdi, di p. yiii- 

' 271, corredato di figure e di modelli. . . . , . . . 2 50 
— vedi anche Vocabolario tipografico. 

Tisici e i Sanatori! (La cura razionale dei), del Dott. A. 
ZuBiANi, prefaz. del Prof. B. Silva, p. xli-240, 4 incis. 2 — 

Titoli di rendita — vedi Debito pubblico — Valori pubblici. 

Topografia e rilievi — vedi Cartografia — Catasto — Celerinien- 
sura — Compensazione errori - Curve — Disegno topografico 
— Estimo terreni — Estimo rurale — Fotogrammetrìa — Geo- 
metrìa pratica — • Prospettiva — Regolo calcolatore — Tele- 
metria — Trìangolazioni. 

Topografia di Roma antica, di L. borsari, di pag. vm- 

486, con 7 tavole . . . . , 4 50 

Tornitore meccanico (Guida pratica del), ovvero sistema 
unico per calcoli in generale sulla costruzione di viti e 
ruote dentate, arricchita di oltre 100 problemi risolti, di 

S. Dinaro, 2» edizione, di pag. xii-175 2 — 

Traduttore tedesco (II), compendio delie principali difli- 
coità grammaticali della Lingua Tedesca, del Prof. E. 
MlNUTTl, di pag. XVl-224 1 50 

Trasporti, tariffe, reclami ferroviari ed operazioni do- 
ganali. Manuale pratico ad uso dei commercianti e pri- 
vati, colle norme per l'intorpretazione delle tariffe vigenti, 
8» edizione rifatta, di pagine xvi-208 ....... 2 — 

Travi metallici composti — Vedi Momenti resistenti. 

Triangolazioni topografiche e triangolazioni cata&talU 

dell'Ing, O. Jacoaxgeli. Modo àìtoìi^aT\^«v3X\3a»^'^'w^^^^- 
detiea, di rilevarle e calcolarle, ài ^ft;|^. "Xi^-'^N^^, ^^^ '^'^ 
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incisioni, 4 quadri degli elementi geodetici, 32 modelli 

pei calcoli trigonometrici e tavole ausiliarie 7 50 

Trigonometria — vedi Celeriniensura — Eserci2i Geometria me- 
trica — Geometria metrica — Logaritmi 

Trigonometria della sfera — vedi Geometria e trigonom. della. 

Trine (Le) al fusello in Italia. Lavorazione, discussione, 
confronti, cenni bibliografici, analisi, divisione, istruzioni 
tecnico-pratiche per eseguirle, con oltre 200 incisioni, di 
Giacinta Romanelli-Marone. (In lavoro). 

Tubercoiosi — vedi Tisici. 

Uccelli canori (I nostri migliori); loro caratteri e costumi. 
Modo di abituarli e conservarli in schiavitti. Cura delle 
loro infermità. Maniera per ottenere la riproduzione del 
Canarino, di L. Untersteiner, di pag. xn-175 . . . 2 — 

Ufficiale (Manuale per 1') del Regio Esercito italiano, di U. 
MORINI, di pag. xx-388 3 50 

Unità assolute. Definizione, Dimensioni, Rappresentazione. 

Problemi dell'Ing. G. Bertolini, pag. x-124 2 50 

tJsciere — vedi Conciliatore. 
Uva spina — vedi Fratta minori 

Uve da tavola. Varietà, coltivazione e commercio, del Dott. 
D. Tamaro, 3» edizione, di pag. xvi-278, con tavole co- 
lorate, 7 fototipie e 57 incisioni 4 — 

Valli lombarde — vedi Dizionario alpino — Prealpi Bergamasche. 

Valori pubblici (Manuale per l'apprezzamento dei), e per le 
operazioni di Borsa, del D. F. PICCINELLI, 2» edizione 
rifatta e accresciuta, di pag. xxiv-902 7 50 

Valutazioni — vedi Prontuario del ragioniere. 

Vasellame antico — vedi Amatore di oggetti d'arte e curiosità. 

Veleni ed avvelenamenti, dei Dott. e. Ferraris, di pag. 

XVi-208, con 20 incisioni 2 50 

Velocipedi — vedi Ciclista. 

Ventagli artistici — vedi Amatore di oggetti d'arte e di curiosità. 

Ventilazione — vedi Scaldamento. 

Verbi greci anomali (l), del Prof. P. Spagnotti, secondo 

le Grammatiche di Curtius e Inama, pag. xxiv-107 . 1 50 

Verbi latini di forma particolare nei perfetto e nel su- 
pino, di A. F. Pav ANELLO, con indice alfabetico di dette 
forme, di pag. vi-215 1 50 

Vermouth — tedi Liquorista. 

Vernici, lacche, mastici, inchiostri da stampa, ceralac- 
che e prodotti affini (Fabbricazione delle), dell'Ing. Ugo 

FORNARI, di pag. vm-262 2 — 

Vetri artistici — vedi Amatore oggeUV CL'axXfe — 'è^^tOsì\--'«^\.<5y- 
snialtogvatì&. 
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Vetro (Industria del), dell' ing. losEPH D'Angelo. In lav.). 

Vini bianclii da pasto e Vini mezzo coiore (Guida pratica 

per la fabbricazione, l'affinamento e la conservazione dei), 

di G. A. Prato, di pag. xn-276, con 40 ine 2 — 

Vino fll), di G. GRASSi-SONcrNi, di pag. xvi-152. . . . 2 — 

Vino aromatizzato — vedi Cognac — Liquorista. 

Viticoitura. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, del Prof. 
0. Ottavi, 5» ed. riveduta ed ampliata da A. Struccui, 
di pag. xvi-227, con 30 incisioni . . . , 2 — 

Vocabolarietto pei numismatici (in t lingue), del Dott. s. 

Ambrosoli, di pag. vili-134 1 50 

Vocabolario araldico ad uso degli italiani, del Conte (t. 

Guelfi, di pag. viil-294, con 356 incisioni 3 50 

Vocabolario compendioso della lingua russa, dei Prof. 

VOINOVICII, di pag. XVi-238 3 — 

Vocabolario tipografico, di s. Landi. (In lavoro). 

VolapiJIc (Dizionario italiano-volapiik), preceduto dalle No- 
zioni compendiose di grammatica della lingua, del Prof. 
C. Mattei, secondo i principii dell'inventore M. Schleyer, 
ed a norma del Dizionario Volapiik ad uso dei francesi, 

del Prof. Kerckhoffs, di pag. xxx-198 2 50 

Volapìilc (Dizion. volapuk-ital.), Prof. C. Mattei, p. xx-204. 2 50 
Volapiik, Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli 
e dialoghi italiani-volaptik, per cura di M. Rosa, Tom- 

MASI e A. Zambelli, di pag. 152 2 50 

Vulcanismo, del Cap. L. Gatta, di pag. viil-268 e 28 ine. . 1 50 

Zecche — vedi Terminologia monetaria. 

Zoologia, dei Prof. E. H. Giglioli e G. Cavanna: 

I. Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . . . . 1 50 
li. Vertebrati, Parte I, Generalità, Ittiopsidi (Pesci ed 

Anfibi), di pag. xvi-156, con 33 incisioni . . . 1 50 
IH. Vertebrati. Parte li, Sauropsidi, Teriopsidi (Rettili, 

Uccelli e Mammiferi), di pag. xvi-200, con 22 incis.. 1 50 
Zoonosi, del Dott. B. GALLI VALERIO, di pag. XV-227. . 1 50 
Zootecnia, del Prof. G. Tampelixi, p. vill-297, 52 incis. 2 50 
Zucchero (industria dello): 

I. Coltivazione della barbabietola da zucchero, dell'Ing. 

B. R. Debarbieri, di pag. xvi-220, con 12 ine. . 2 50 
II. Commercio^ importanza economica e legislazione 

doganale, di L. F0NTA>?A-RUS«0, ^\ ^«J?,. TLVVli^ik . -^l '^^ 
ìli. Jb^abbricazione (feZlo zuccTiero di ì)arì)aA)\et<iV<o. ^'^- 

ìln^. A, T.ACCANT, di pag. Xli-*i1%, ^o\i'"v\ \^^^* • - ^ '^'^ 
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Abbo P. Nuotatore 44 

Acqua C. Microscopio 42 

Adler G.Eserc. di lingna tedesca 28 
Aduooi N. Patate (Coltivaz. d.) 46 
Aducco A. Chimica agraria. . . 17 
Agnelli 6. Tav. Div. Commedia 54 

Alry Q. B. Gravitazione 34 

Alasia C. Esercizi di Trigono- 
mia piana 28 

— Geometria della sfera ... 32 
Alberti F. Il bestiame e Tagricoi. 15 
Albiclni G. Diritto civile .... 23 

Albini 0. Fisiologia 29 

Alessandri P. E. Analisi chimica 11 

— Analisi volumetrica 11 

— Chimica applic. all'Igiene . 17 

— Disinfezione 24 

— Farmacista (Manuale del). 29 

— Sostanze alimentari 5 

Allori A. Dizionario Eritreo . . 25 
Aloi A. Olivo ed olio 44 

— Agrumi 10 

Ambrosoii S. Atene 14 

— Monete greche 43 

— Numismatica 44 

— Vocabolarietto pei numism. 57 
Antilii A. Disegno geometrico. 24 

Antonini E. Pellagra 46 

Appiani G. Colori e vernici . . 20 
Arila C. Dizionario bibliogr. . 25 
Arrighi C. Dizionario milanese 25 

Arti grafiche, ecc 13 

Aschieri F. Geometria analitica 

dello spazio 32 

— Geometria anal. del piano 32 

— Geometria descrittiva ... 22 

— Geom. projettiva del piano 

e della stella 32 

— Geora. projett. dello spazio 32 
Azimonti E. Frumento 31 

— Mais 40 

Azzonl F. Debito pubb. italiano 23 
Baccarini P. Malatr. crittogam. 40 
Baddeiey V. Law-Tennis . . •. . 37 

Bagnoli E. Statica 53 

Ball J. Alpi (Le) 11 

Bali R Staweii. Meccanica ... 41 

Ballerini 0. Fiori artificiali . . 29 

Balzani A. Shakespeare 5\ 

Baroschi E. Fraseologia frane. 30 
Barpi U. Igiene veterinaria . . 34 
— Abitaz. degli anim. domest. \^ 
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Barth ■. Analisi del vino ... 11 
Bassi D. Mitologie orientali. . 4:{ 
Bastiani F. Porti di mare ... 47 
Belfiore G. Magnet. ed ipnot. . 40 
Bellini A. Igiene della pelle . . 34 
Bellio V. Mare (II) 41 

— Cristoforo Colombo 22 

Belletti G. Luce e colori .... 39 
Belluomini G. Calderaio prat . 16 

— Cubatura dei legnami ... 22 

— Fabbro ferraio 28 

— Falegname ed ebanista . . 28 

— Fonditore 30 

— Operaio (Manuale dell') . . 44 

— Peso dei metalli 46 

Beltrami L. Aless Manzoni , . 41 

Benetti J. Meccanica 41 

BeroamaschlO. Contabilità dom. 21 

— Ragioneria industriale ... 49 

Bernardi G. Armonia 13 
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